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Sazetak

Ovaj rad opisuje stohastiCke procese, njihovo nastajanje, primjenu te veze medu njima. U
radu su opisani binomni proces, Poissonov proces, hipergeometrijski proces i proces
obnavljanja. Svaki od navedenih procesa ima drugaciju primjenu, kao $to je u radu opisano.
Binomni proces opisan je na primjeru bacanja novcica i izvrSena je simulacija tijeka
utakmice pomocu podataka dobivenih analizom prethodnih utakmica pojedinih mom¢adi.
Poissonov proces prikazan je na primjeru predvidanja kona¢nog rezultata nogometne
utakmice. Za predvidanje ishoda utakmice, osim prosjeCnog broja primljenih i zabijenih
golova, u analizu je ukljuCen faktor domaceg terena. IzraCunate su vjerojatnosti za viSe
mogucih ishoda. Takoder, temeljem dobivenih rezultata, izraunate su vjerojatnosti kojima
spomenuta utakmica zavr$i pobjedom domadina, gosta ili nerijeSenim rezultatom.
Hipergeometrijski proces opisan je primjerom odabira odredenih elemenata iz skupa kao i
vjerojatnost odabira odredenih kombinacija tih elemenata. Kao primjer, izraCunata je
vjerojatnost da u 10 izvlagenja, nekih od 32 reprezentacije koje su se kvalificirale ha svjetsko
prvenstvo, izvu€emo odredenu kombinaciju ekipa iz razliCitih saveza i kontinenata. Na kraju
je opisan proces obnavljanja koji se koristi prilikom izraCuna vijeka trajanja strojeva u
tvornici, baterija u nekom uredaju i slicno te se odreduje najprikladnije vrijeme za njihovu
zamjenu. Osim $to su prikazani primjeri, navedene su i ostale upotrebe ovih stohastickih

procesa koje se koriste u svakodnevnom zivotu.

Kljuéne rijeéi: StohastiCki; proces; Binomni proces; Poissonov proces; Hipergeometrijski

proces; Proces obnavljanja.
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1. Uvod

U teoriji vjerojatnosti i srodnim podrucjima, stohasticki ili slucajni proces je
matematicki objekt obi¢no definiran kao zbirka slucajnih varijabli [4]. Stohasticki proces
takoder u obzir uzima redoslijed nastalih dogadaja, ali se ¢eS¢e uzima Sira definicija u kojoj se
redoslijedu ne pridodaje vaznost. U ovom radu razradit ¢emo temeljne stohasticke procese:

binomni proces, Poissonov proces, hipergeometrijski proces i proces obnavljanja.

Binomnim procesom analizira se nastanak nekog dogadaja ako je poznata vjerojatnost
nastanka tog dogadaja i broj mogucih nastanaka tj. provedenih pokusa. Navedeno ¢emo
prikazati na primjeru nogometne utakmice gdje se, temeljem vjerojatnosti postizanja pogodaka,

predvida postizanje pogotka u pojedinoj minuti utakmice te konacan ishod utakmice.

Kod Poissonovog procesa, za razliku od binomnog, postoji konstantna mogu¢nost za
nastankom dogadaja i promatra se koliko ¢esto odredeni dogadaj nastane u nekom vremenskom
intervalu. Znajuéi kolika je ucestalost nastanka odredenog dogadaja u nekom vremenskom
periodu, moguce je predvidjeti njegovo nastajanje u buduénosti. Takva situacija prikazana je
na primjeru nogometne utakmice gdje smo, temeljem analize, prognozirali buduéi ishod

utakmice koji moze biti pobjeda, poraz ili nerijeSeno te najvjerojatniji konacan rezultat.

Hipergeometrijski proces nastaje prilikom izdvajanja pojedinih elemenata iz skupa koji
imaju zajednicko svojstvo. Dobro poznavanje ovih procesa pomaze kod rjeSavanja problema
analize rizika, predvidanja rezultata sportskih utakmica, nastanka potresa na odredenom
podrudju, predvidanje broja prometnih nesreca na nekom raskrizju, analize odredenih skupina,

predvidanje rezultata na izborima 1 sli¢no.

Procesi obnavljanja posebna su vrsta Poissonovih procesa i njihova je primjena
rasprostranjena u svakodnevnom Zivotu. Takoder pomocu procesa obnavljanja raCuna se

dotrajalost radnih strojeva u nekoj tvornici te se planira njihova zamjena.

U radu se promatra teorija i pretpostavke kod svakog procesa kao i distribucije koje se
koriste pri njthovom modeliranju. Takav pristup pruza nam odli¢nu priliku da upoznamo brojne

vazne distribucije 1 vidimo vezu medu njima 1 njihovu primjenu.



2. Binomni procesi

Binomni proces je nasumic¢ni sustav brojenja gdje postoji n nezavisnih identi¢nih pokusaja, od
kojih svaki ima istu vjerojatnost uspjeha p, koji daje uspjehe s iz tih n testova ( gdje je 0 <s <
nin>0). Postoje, dakle tri veli¢ine {(n, p, S)} koje opisuju binomni proces. Sa svakom od tih
veli¢ina povezane su tri distribucije koje opisuju njihovu nesigurnost i varijabilnost. Kako bi
bilo moguce odrediti jednu od navedenih veli¢ina, potrebno je poznavati ostale dvije.
Najjednostavniji primjer binomnog procesa je bacanje nové¢i¢a. Ako definiramo ,,glavu‘ kao
uspjeh, svako bacanje ima jednaku vjerojatnost uspjeha p (p = 0.5 ). Za dani broj pokusaja n
(bacanja novc¢ica), broj uspjeha ¢e biti S ( broj dobivenih ,,glava“ ). Svaki pokusaj moze biti
promatran kao nasumi¢na varijabla koja vraca ili 1 (,,uspjeh®) sa vjerojatnoscu p ili O
(,,neuspjeh®) sa vjerojatnoscu (1-p). Takav pokus je Cesto poznat kao Bernoullijev pokus, i
vjerojatnost (1-p) se Cesto oznacava sa Q. [1]

Bernoullijev pokus je slucajan pokus ¢iji ishod moze biti uspjeh ili neuspjeh tj. postoje samo
dva moguca ishoda. Niz Bernoullijevih pokuSaja je niz ponavljanja Bernoullijevih pokusa pri
¢emu se vjerojatnost uspjeha i neuspjeha ne mijenja.[11] Na primjer, niz Bernoullijevih
pokusaja moze biti uzastopno bacanje nov¢i¢a. Neka je p vjerojatnost uspjeha u Bernoullijevom
pokusu kod beskona¢nog niza Bernoullijevih pokuSaja. Vjerojatnost za barem jedan uspjeh u
prvih n pokusaja je 1-(1-p)" . Dok je vjerojatnost za to¢no k uspjeha u prvih n pokusaja dana

foormulom:

()i -



2.1. Broj uspjeha u n pokusaja

Istrazivanje binomnog procesa poc¢injemo gledajuci vjerojatnost odredenog broja uspjeha s za
dani broj pokusaja n s vjerojatnos¢u uspjeha p. Imamo jedno bacanje novcic¢a. Dva ishoda su
»glava® sa vjerojatnoscéu p i ,,pismo* sa vjerojatnoséu (1-p). Ako imamo dva bacanja nov¢ica
postoje Getiri moguca ishoda. Ti ishodi imaju vjerojatnosti p?, p(1-p), (1-p)p i (1-p)>. Ako
bacamo nov¢i¢ sa dva lica svi ovi ishodi imaju jednaku vjerojatnost ostvarivanja koja iznosi
0.25. Binomni proces smatra svaki uspjeh identi¢nim i prema tome ne razlikuje ishode glava-
pismo i pismo-glava: oba ishoda su samo jedan uspjeh u dva bacanja. Vjerojatnost jednog
uspjeha u dva bacanja je 2p(1-p). U ovoj jednadzbi 2 je broj razli¢itih moguénosti koji
rezultiraju jednim uspjehom u dva pokusaja. Ako bacamo nov¢€ic¢ tri puta postoji osam mogucih
ishoda. Preciznije, postoji jedna moguénost dobivanja 3 ,,glave®, tri mogucnosti dobivanja 2
»glave®, tri moguénosti dobivanja jedne ,,glave® te jedna mogucnost dobivanja nula ,,glava®.

Broj nac¢ina kojim mozemo dobiti S uspjeha iz n pokusaja mozemo direktno izracunati koristeci

binomni koeficijent »Cs koji dobijemo: nCs= (7) = 52—
Primjerice za tri pokusaja (bacanja novcica):
()-a5-
0/ 0!3!
3y 3!
(1) T
3y 3
(2) R TETEE
3 3
(3) ~ 3100

U navedenom primjeru uzeli smo n = 3, te smo vidjeli da odgovara broju kombinacija koji smo
prethodno izraCunali. Svaki na¢in dobivanja s uspjeha u n pokusaja ima jednaku vjerojatnost

ps(1 — p)™* pa vjerojatnost promatranja x uspjeha u n pokusaja dobivamo:

n -
Poin () = () p*(1 — P~
Sto je funkcija gustoce vjerojatnosti binomne (n, p) distribucije.[12] Broj uspjeha s promatranih
u n pokusaja gdje svaki pokuSaj ima jednaku vjerojatnost uspjeha dobijemo jednadZbom:

s = Binomial(n, p)



2.2. Broj pokusaja potrebnih za ostvarenje s uspjeha

Vidjeli smo kako nam binomna distribucija dopusta da modeliramo broj uspjeha koji ¢e nastati
U n pokusaja gdje znamo vjerojatnost p. Ponekad znamo koliko uspjeha zelimo imati, znamo
vjerojatnost p i zeljeli bi saznati broj pokusaja koji ¢emo morati izvesti kako bi ostvarili S
uspjeha, pretpostavljamo da prestajemo s pokusajima nakon §to smo ostvarili Zeljeni broj
uspjeha. U tom slucaju n je slucajna varijabla. Sada kada imamo binomnu distribuciju mozemo
odrediti distribuciju za n (broj potrebnih pokusaja). Neka je x ukupni broj neuspjeha. Ukupni
broj pokusaja koji ¢emo izvrsiti tada je (S+X) i do (S+x-1)-og pokusaja moramo gledati (s-1)
uspjeha i x neuspjeha (sve do posljednjeg pokuSaja koji je uspjeSan). Vjerojatnost za (s-1)
uspjeha u (s+x-1) pokusaja dobiven je direktno binomnom distribucijom

s+x—1
s—1 1-— X
( s—1 )p 1-p)

Vjerojatnost ovoga praceno uspjehom dobijemo ako istu jednadzbu pomnozimo sa p
C+x—1

5(1 — X
_q )p (1-p)
Koja je masovna funkcija vjerojatnosti negativne binomne distribucije NegBin (s, p). NegBin
(s, p) distribucija vra¢a broj neuspjeha prije ostvarivanja S uspjeha. Ukupni broj pokusaja n je
dan:

n =s + NegBin(s, p)

Ako je s =1 onda distribucija (poznata kao geometrijska distribucija) je vrlo iskrivljena i

p(0) = p. Vjerojatnost da ¢e biti nula neuspjeha jednaka je p, vjerojatnost da ¢e prvi pokusaj
biti uspjeh. Takoder mozemo vidjeti da kako se $iri negativna binomna distribucija izgleda sve
vise kao binomna distribucija. Cesto je sluéaj gdje su negativna binomna distribucija i normalna
binomna distribucija slicne pod odredenim uvjetima gdje je S velik, kako bi izbjegli ratunanje
velikih faktorijela za p(x). Negativna binomna distribucija mijenja k vrijednosti diljem domene
ponekad se zove binomna raspodjela vremena ¢ekanja ili Pascal-ova distribucija. [1]

Kako bi izracunali vjerojatnost da primjerice u 15 bacanja nov¢ica ostvarimo 5 uspjesnih ako
znamo da je vjerojatnost uspjeha p = 0.5 koristit ¢emo formulu:

Qo

U navedenoj formuli s oznacava broj uspjesnih bacanja, X oznacava broj neuspjesnih bacanja

dok je p oznaka za vjerojatnost uspjeha u pojedinom bacanju. Ako znamo da imamo ukupno 15

bacanja od toga oduzmemo broj uspjesnih bacanja s = 5 te dolazimo do zakljucka da je x = 10

4



Nakon §to poznate podatke uvrstimo u formulu, slijedi:

5+10—1
5 _ 10
( g )0,5 (1-0,5)
_(14\ 5. 10
_(4) 0.55-0.5

= 1001 - 0,03125 - 0,0009765625
= 0,0305 = 3,25%
Tako zakljucujemo da je vjerojatnost da ¢emo u 15 bacanja nov¢€ica ostvariti 5 uspjeha 1 10

neuspjeha.

Negativna binomna distribucija

3,50%

3,00%

2,50%

2,00%

1,50%

1,00%

0,50% I

0,00% o —

5 6 7 8 9 10

Tablica 1 Graficki prikaz negativne binomne distribucije (s=35, p=0.5) (autorski rad)



2.3. Procjena vjerojatnosti uspjeha p

Rezultati binomne i negativne binomne distribucije vracaju distribuciju vjerojatnosti mogucih
ishoda. Medutim, gledamo nazad rezultate binomnog procesa i zelimo odrediti jedan od
parametara. Na primjer, mozemo promatrati n pokusaja od kojih je S uspjesnih i iz te
informacije zelimo procijeniti vrijednost p. Ta binomna vjerojatnost je temeljno svojstvo
stohastiCkog sustava i1 nikada se ne moze to¢no odrediti, ali prikupljanjem podataka postupno
mozemo postati sigurniji o njezinoj stvarnoj vrijednosti. Kao $to ¢e biti vidljivo, nesigurnost o
vjerojatnosti p moze se lako kvantificirati pomocu beta distribucije. Ukratko, ako nemamo
prethodnih informacija o p, ili ne Zelimo prihvatiti bilo koje prijasnje informacije o p, onda je
popriliéno prirodno Koristiti konstantnu funkciju za p. Putem Bayes-ovog teorema imamo
jednadzbu:
x5(1—x)™S

F =
0 fy (1 —on-sdt

koja je Beta (s+1,n-s+1) distribucija, pa

p=Beta(s+1,n-s+1)
Beta distribucija takoder se moze koristiti u dogadajima za koje imamo misljenje o vrijednosti
p temeljeno na prikupljanju podataka. U takvim slucajevima, mozemo razumno pretpostaviti
vrijednost p koriste¢i beta distribuciju u formi Beta (a, b), zadnja strana postaje beta distribucije
(a+s, b+n-s) bududi da je beta distribucija konjugirana s binomnom distribucijom. [1]
Koriste¢i tablicni kalkulator Excel procijenit ¢emo prikladnost vjerojatnosti uspjeha p

vrijednoSc¢u beta distribucije za slu€aj 5 uspjeha (s=5) u 13 pokusaja (n=15). [10]

P alpha (s+1) beta (n-s+1) Distribucija

0 6 11 0,00
0,1 6 11 0,17
0,2 6 11 1,65
0,3 6 11 3,30
0,4 6 11 2,98
0,5 6 11 1,47
0,6 6 11 0,39
0,7 6 11 0,05
0,8 6 11 0,00
0,9 6 11 0,00

1 6 11 0,00

Tablica 2 Parametri i izracun beta distribucije (autorski rad)



Procjena najprikladnije vjerojatnosti uspjeha
4,00
3,50
3,00
2,50
2,00
1,50
1,00
0,50

0,00

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

Tablica 3 Graficki prikaz procjene prikladnosti vierojatnosti uspjeha (s=5, n=15) (autorski rad)

Na grafu je prikazana promjena veli¢ine beta distribucije koja sluzi za procjenu prikladnosti
parametra p za slucaj nastanka dogadaja sa 5 uspjeha u 15 pokusaja. Graficki i tabli¢ni rezultat
ukazuje da bi najveci rezultat trebao biti izmedu 0.3 1 0.4. Za konkretni slucaj, izvjesno je da je
najprikladnija vjerojatnost 5/15=1/3. Beta distribucija u ovom slu¢aju upozorava da i procesi s

drugacijom p vrijednoS¢u mogu imati isti ishod.



2.4. Procjena broja pokusaja n koji su izvrSeni sa s uspjeha

Uzmimo u obzir situaciju gdje smo promatrali s uspjeha i znali vjerojatnost uspjeha p, ali zeljeli
bi znati koliko bacanja je bilo potrebno za ostvarivanje tog broja uspjeha. Zelimo procijeniti
fiksnu vrijednost, pa nam je potrebna distribucija koja predstavlja nasSu nesigurnost o tome koja
je istinita vrijednost. Postoje dvije moguce situacije: ili znamo da je bacanje zaustavljeno na
pokusaju s ili ne znamo. Ako znamo da je bacanje zaustavljeno na pokuSaju S mozemo
modelirati naSu nesigurnost o pravoj vrijednosti n na na¢in n=NegBin(s, p)+s.

Ako u drugom sluc¢aju ne znamo da je zadnji pokusaj bio uspjeh (iako je mogao biti) onda nasu
nesigurnost o n modeliramo kao n=NegBin(s+1,p)+s.

Sada ¢emo izvesti ta dva rezultata koriste¢i standardan Bayesov zakljucak. Neka je x broj
neuspjeha izvrSenih prije uspjeha S, uzet ¢emo pretpostavku da je x primjerice p(X)=c i iz
binomne distribucije vjerojatnost funkcije je vjerojatnost da u (s+x-1)-om pokusaju nastaju (s-
1) uspjeha i onda je (s+x)-ti pokusaj bio uspjeSan $to je negativna binomna funkcija
vjerojatnosti:

peo= ("1 e

Uzmemo li za primjer slucaj gdje je vjerojatnost uspjeha p = 0.25, broj uspjesnih pokusa s =5
i broj neuspjesnih x = 0,1,2...,10. Nakon uvr$tavanja veli¢ina u navedenu formulu u stupcu

p(X), prikazali smo izracunate vjerojatnosti o ostvarenju S uspjeha i x neuspjeha.

p s X p(x)
0,25 5 0 0,000977
0,25 5 1 0,003662
0,25 5 2 0,00824
0,25 5 3 0,01442
0,25 5 4 0,021629
0,25 5 5 0,0292
0,25 5 6 0,0365
0,25 5 7 0,043017
0,25 5 8 0,048394
0,25 5 9 0,052427
0,25 5 10 0,055049

Tablica 4 Primjer izracuna negativne binomne distribucije (s=5, p=0.25) (autorski rad)



Negativna binomna distribucija
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Tablica 5 Graficki prikaz negativne binomne distribucije(autorski rad)

Na prikazanom grafu moZe se primijetiti rast vjerojatnosti ostvarivanja dogadaja s obzirom na
promjenu parametara opisanih u primjeru.



2.5. Primjer

U istrazivanju je analizirano 256 nogometnih utakmica koje su odigrane za vrijeme kvalifikacija

za svjetsko prvenstvo u Rusiji 2018. godine te utakmice odigrane za vrijeme samog prvenstva.

Podaci su preuzeti sa stranice www.rezultati.com
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9
12
13
7
15
7
9
14
12
10
11
4
10
7
8
10
12
11
7
11

Zabijeni
golovi

11
14
22
24
20
6
21
15
18
8
13
17
6
14
12
13
21
10
29
12
12
20
24
10
13
12
12
28
28
20
13
13

Primljeni
golovi

13
16

13

Prosjek
zabijenih
golova
0,92
1,17
2,44
2,00
1,67
0,86
1,91
1,50
1,50
1,14
1,44
1,55
0,67
1,17
0,92
1,86
1,40
1,43
3,22
0,86
1,00
2,00
2,18
2,50
1,30
1,71
1,50
2,80
2,33
1,82
1,86
1,18

Tablica 6 Podaci o odigranim utakmicama (izvor:www.rezultati.com, autorski rad)

Prosjek
primljenih
golova
1,08
1,33
0,89
0,58
0,50
1,29
0,91
0,70
0,83
0,57
0,67
0,91
0,78
0,83
1,38
0,57
0,87
0,86
0,89
1,64
0,75
1,80
0,64
1,75
1,50
1,00
1,13
0,90
0,92
0,91
1,71
1,18
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Distribucija se odnosi na zabijene golove tijekom utakmice (ukljucujué¢i su¢evu nadoknadu).
Procijenjena vjerojatnost da ¢e ekipa Spanjolske zabiti u jednoj minuti iznosi 3.82% dok
vjerojatnost da ¢e Hrvatska u svakoj minuti zabiti gol iznosi 2.53%. Vjerojatnost da ¢e ekipa
zabiti odreden broj golova na utakmici ovisi o golovima koje ekipa daje te o broju golova koje
protivnicka ekipa prima. Binomna distribucija prikazana grafom pokazuje vjerojatnost da ce
ekipa posti¢i odreden broj pogodaka sa izracunatom vjerojatnos$¢u uzimajuéi po jedan pokusaj
u svakoj minuti utakmice uz su¢evu nadoknadu vremena, ukupno 95 minuta. U ovom slucaju,
vjerojatnost da ¢e Spanjolska, kao domacin, svake minute zabiti pogodak iznosi 3.82%, dok za
Hrvatsku ta vjerojatnost iznosi 2.53%. Navedene vjerojatnosti izra€unali smo tako §to smo uzeli
prosjecan broj zabijenih golova koje po utakmici odabrana ekipa prima te prosjecan broj golova
po utakmici koje protivnicka ekipa prima, te dvije vrijednosti smo zbrojili i nakon toga podijelili

sa 95 (prosjecan broj minuta po utakmici) kako bi dobili vjerojatnost zabijenog gola po minuti.
2.8+0.83

Primjerice za Spanjolsku p = - 100%. Binomna distribucija izracunata je formulom
(Z) p*(1 — p)™ ¥ pomodéu tabli¢nog kalkulatora Excel gdje je kao parametre potrebno navesti
broj uspjeha, broj pokusaja te vjerojatnost za uspjeh. Zelimo li izra¢unati $anse da ¢e Spanjolska

zabiti 2 gola uvrstimo u formulu, dobivamo (925) 0.0382%(1 — 0.0382)°°72 = 0.09.

Broj pogodaka Spanjolska Hrvatska
P 3,82% 2,53%
0 0,02 0,09
1 0,09 0,22
2 0,17 0,26
3 0,21 0,21
4 0,20 0,13
5 0,14 0,06
6 0,08 0,02
7 0,04 0,01

Tablica 7 Tablicni prikaz binomne distribucije (autorski rad)
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Binomna distribucija

0,3

0,25

0,2
0,15
0,
" ol L
: _
1 2 3 4 5 6 7 8

m Spanjolska M Hrvatska

[N

(93]

Tablica 8 Graficki prikaz vjerojatnosti zabijanja broja golova u utakmici prema binomnoj distribuciji za Spanjolsku i
Hrvatsku (autorski rad)

Temeljem dostupnih podataka, nakon obavljene analize utakmica u tabli¢nom kalkulatoru
Excel, napravljena je simulacija koja generira slucajne brojeve za svaku minutu utakmice te

ukoliko oni ispunjavaju uvjete vjerojatnosti, biljezi pogodak.

UTAKMICA Spanjolska  Hrvatska
p 3,82% 2,53%
minuta El E2 minuta El E2
1 0 0 48 1 2
2 0 0 49 1 2
3 0 0 50 1 2
4 0 0 51 1 2
5 0 0 52 1 2
6 0 0 53 1 2
7 0 0 54 1 2
8 0 1 55 1 2
9 0 1 56 1 2
10 0 1 57 1 2
11 0 1 58 1 2
12 0 2 59 1 2
13 0 2 60 1 2
14 0 2 61 1 2
15 0 2 62 1 2
16 0 2 63 1 2
17 0 2 64 1 2
18 0 2 65 1 2
19 0 2 66 1 2
20 0 2 67 1 2

12



21 0 2 68 1 2
22 0 2 69 1 2
23 0 2 70 1 2
24 0 2 71 1 2
25 0 2 72 1 2
26 0 2 73 1 2
27 0 2 74 1 2
28 0 2 75 1 2
29 0 2 76 1 2
30 0 2 77 1 2
31 0 2 78 1 2
32 0 2 79 1 2
33 0 2 80 1 2
34 0 2 81 1 2
35 0 2 82 1 2
36 0 2 83 1 2
37 0 2 84 1 2
38 0 2 85 1 2
39 0 2 86 1 2
40 0 2 87 1 2
41 0 2 88 1 2
42 0 2 89 1 2
43 0 2 90 1 2
44 0 2 91 1 2
45 0 2 92 1 2

45+1 1 2 93 1 3
46 1 2 94 1 3
47 1 2 KONACNI 1 3

REZULTAT

Tablica 9 Simulacija tijeka utakmice (autorski rad)

U tablici je prikazana simulacija nogometne utakmice Spanjolska — Hrvatska u trajanju od
ukupno 95 minuta. Prikazana je svaka minuta utakmice te je za nju simulirano postizanje
pogotka pomocu slucajne varijable 1 vjerojatnosti postizanja pogotka. U ovoj simulaciji
mozemo vidjeti da je prvi pogodak zabila Hrvatska u 8. minuti te je ubrzo nakon toga u 12.
minuti povecala svoje vodstvo na 0-2. Spanjolska vodstvo Hrvatske smanjuje u suéevoj
nadoknadi prvog poluvremena na 1-2 te se rezultat ne mijenja do suc¢eve nadoknade drugog
poluvrijemena gdje u 93. minuti Hrvatska svoje vodstvo poveéava na 1-3, §to na kraju ostaje

konacan rezultat.
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3. Poissonov proces

U binomnom procesu postoji n diskretnih prilika za nastanak dogadaja. U Poissonovom procesu
postoji kontinuirana 1 stalna moguénost nastanka dogadaja. Udar groma za vrijeme oluje
mozemo smatrati primjerom Poissonovog procesa. To znaci da u bilo kojem trenutku za vrijeme
oluje postoji Sansa da nastane udar groma.

Poissonov proces je jedan od najceSce koriStenih procesa brojenja. Obicno se koristi u
slucajevima gdje se broje pojave odredenih dogadaja za koje se ¢ini da nastaju u odredenim
intervalima, ali je u potpunosti nasumic¢no i bez odredene strukture. Uzimajuci u obzir povijesne
podatke, saznajemo da se na nekom podrucju potresi javljaju dva puta mjesecno, dok se ostale
informacije, kao vrijeme nastanka ¢ine potpuno nasumi¢ne. Tako dolazimo do zakljucka da
Poissonov proces moze biti dobar model za previdanje nastanka potresa, a Koristi se i za
predvidanje broja automobilskih nesre¢a na odredenom mjestu ili na nekom podru¢ju. Za
lokacije korisnika bezi¢ne mreze, zahtjeva za odredeni dokument na serveru, nastanak sukoba
i sli¢no. [1]

Za razliku od binomnog procesa, kod Poissonovog procesa postoji stalna mogucnost nastanka
dogadaja. Teoretski je moguce da, za odredeni broj prilika, nastane bilo koji broj dogadaja uz
zadanu vjerojatnost nastanka dogadaja bez obzira koliko je malo vrijeme promatranja.
Distribucije koje opisuju Poissonov 1 binomni proces medusobno su ¢vrsto povezane. U
binomnoj distribuciji opisni klju¢ni parametar je p, vjerojatnost nastanka dogadaja koji uvijek
jednak i ¢ini dogadaje medusobno nezavisnima. Klju¢ni parametar kod Poissonove distribucije
je 7, prosjecan broj dogadaja koji ¢e nastati po jedinici izloZenosti. Jedinica izlozenosti takoder
se smatra konstantom u odnosu na ukupnu koli¢inu izlozenosti t. Bez obzira na to jeli se neki
dogadaj upravo dogodio ili je ve¢ proslo neocekivano puno vremena od njegova nastanka,
postoji konstantna vjerojatnost da ¢e dogadaj nastati. Takve karakteristike pripadaju i
binomnim i Poissonovim procesima. Parametar p iz binomnog procesa i parametar A iz
Poissonovog procesa dobivaju se proucavanjem stvarnih dogadaja. U stohasti¢kim procesima
p i A nisu varijable, ali poznavanje njihovih vrijednosti prikazujemo distribucijama. U
Poissonovom procesu promatramo broj dogadaja koji mogu nastati u periodu t vremenom koje
mora proteci za promatranje a dogadaja, i prosjecnog broja dogadaja A poznat kao Poissonov
intenzitet. [1]
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3.1. lzvod Poissonove distribucije iz binomne distribucije

Kod binomnog procesa broj pokusaja tezi ka beskonac¢nosti, a broj istovremenih uspjeha tezi
nuli sa ograni¢enjem da binomna distribucija ostane konacno velika. [1] Funkcija binomne
distribucije moZe se mijenjati radi $to to¢nijeg predvidanja broja uspjeha koji ¢e se dogoditi

pod takvim uvjetima glasi:
P (X =x) = nCxp(1-p)™™
Uzmemo li da je it =np,

X n—x _ _ X (1— n
p (X=x) = —2 (E) (1 _E) _ n(n-1)..(n-x+1) A% (1-At/n)

x!(n=-x)!'\n n nx x! (1-At/n)*

Ukoliko je n velik a p malen

n
14 e
n

n(n—l)...(n—x+1)~
n* -

At
(1——) ~ 1
n

Cime se jednadzba pojednostavljuje na:

1

e—/lt (At)x

pX =x)» —

Time smo dobili smo funkciju Poissonove (At)distribucije.

Broj nastalih dogadaja a u vremenskom periodu t =Poisson (4 t) u kojoj je prosjecan broj
dogadaja nastalih u vremenskom periodu oznacen kao A. Uzmimo za primjer tvornicu koja
proizvodi baterije. Prilikom proizvodnje postoji 0,02 Sanse da ¢e baterija imati gresku. Ukoliko
pretpostavimo da promatramo proizvodnju 100 komada baterija, mozemo predvidjeti broj
neispravnih baterija koriste¢i i binomnu i Poissonovu distribuciju. Time te se mozemo uvjeriti

da su podaci iz obje distribucije gotovo identi¢ni.
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3.2. Vrijeme potrebno za s dogadaja

Kod Poissonovog procesa uzimamo pretpostavku prema kojoj postoji konstantna vjerojatnost
da ¢e odredeni dogadaj nastati u nekom vremenskom razdoblju. Uzmemo li u obzir manji dio
vremena At, onda je vjerojatnost da ¢e dogadaj nastati u bas tom dijelu vremena k At gdje je k
konstanta. Uzmimo da je P(t) vjerojatnost da dogadaj nece nastati u vremenu t. Vjerojatnost da
¢e dogadaj nastati prvom prilikom tijekom manjeg intervala k At nakon vremena t tada je
k AtP(t). Sto je jednako P(t) — P(t + At), iz toga dobijemo

P(t+ At) — P(t)
l P(t)

|- -rae

Uzmemo li da je At iznimno mali to postaje diferencijalna jednadzba:
dP(T)
P(t)

—k dt

Integracijom dobivamo:

In[P(t)] = —kt

P(t) =ekt

Definiramo li F(t) kao vjerojatnost da ¢e dogadaj nastati u odredenom vremenu dobijemo:

Ft)=1—e7Kt
Sto je kumulativna distribucijska funkcija eksponencijalne distribucije Exp (1/k) sa srednjom
vrijednos¢u 1/k. Slijedi da je 1/k srednje vrijeme izmedu nastanka dogadaja, k je srednji broj
dogadaja po jedinici vremena ¢ime se dobiva Poissonov parametar A. Parametar 1/1 je
prosjecno vrijeme izmedu nastanka dogadaja oznacen je s . Vrijeme proteklo prije nastanka

prvog dogadaja za Poissonovu distribuciju odreduje se

t; = Exp(B)
p=3
Takoder je moguce pokazati da je vrijeme do nastanka s dogadaja dano Gamma distribucijom:
t.= Gamma (s, S)
Eksponencijalna (f) distribucija je pojednostavljeni slu¢aj Gamma distribucije:

Gamma(l, p) = Exp (p) [1]
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3.3. Primjer

U primjeru su analizirane utakmice svjetskog prvenstva u Rusiji 2018 i kvalifikacijske utakmice
za prvenstvo odigrane u 2017. godini. U analizu su ukljuene 32 reprezentacije koje su se
kvalificirale na svjetsko prvenstvo. U tom razdoblju odigrano je 256 utakmica. Pomocu
Poissonove distribucije kreiran je model prema kojem se predvida broj golova odredene ekipe
po utakmici. Cilj je razviti model koji omogucuje predvidanje ishoda utakmice prilikom
buduceg susreta odabranih ekipa. Podaci o ekipama, kao Sto su odigrane utakmice i njihovi
ishodi, dostupni su na stranici www.rezultati.com.

Broj zabijenih golova racunali smo pomoc¢u Poissonove slucajne varijable, formulom:

e"lt(/l )x
P =x) =————

Prema Mundar i Simié [3] Parametar A, ovisi o broju primljenih i zabijenih golova u prija$njim
utakmicama. Pokazalo se da tim koji je domacin zabija viSe golova od tima koji igra u gostima
pa se ura¢unava prednost domaceg terena dodavanjem faktora h. Ukoliko imamo 2 tima, tim A
kao domacin i tim B kao gost A; racunamo kao:

A =210+h)(1+ty)

Ag =21 —=h)(1 + tp)
U navedenim formulama 4 je prosjecan broj zabijenih golova po timu u svim utakmicama dok
Su t4 i tg faktori specifi¢ni za tim. Golovi domacina i gosta dani na utakmicama su modelirani
zasebno. Ukoliko je X broj golova koji je zabio tim Ai Y broj golova zabijen od strane tima B
vjerojatnost rezultata n:m dana je:

P(X =nY =m|Ay,Ag5) = P(X = n|A)P(Y = m|Ag)

Gdje su X 1Y Poissonove slucajne varijable sa parametrima A, i Ap.
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Momcadi

ARG
AUS
BEL
BRA
DNK
EGY
ENG
FRA
HRV
IRN
ISL
JPN
KOR
coL
CRI
MAR
MEX
NGA
DEU
PAN
PER
POL
PRT
RUS
SAU
SEN
SRB
ESP
SWE
CHE
TUN
URY

Utakmica
doma

W b N UM D WO UVGVO O UL OWWOU OOV LU WO O & U1 O

8

Gol
doma

3
10
13
12
10

3
11

13
18
11
3
10

Utakmica
u gostima
6

AN U W UL KR UL UO PR WNPOO PO PBANNOVGGOOO PO O VLY

3

Gol u
gostima
8
4
9
12
10
3

0 O 0WWHsRPL ONOWSRENOOWNSNOONOOOE

[ [ [
o Yo uwu 2o

3

Primili
doma

W b U N R B DB O0O0OOO N WNUUE UDONWNPENNWNDNDWWYNWOL

12

Primiliu
gostima
8

N U N B OO0 UL NN B DB uloO

[ [ = [
BWwg wg s 0w

O OO N b B0

1

Tablica 10 Golovi u domacim i gostujucim utakmicama (izvor: www.rezultati.com , autorski rad)
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. y 2 . , y oy :
Bonus domacina h se ra¢una kao h = 7’1 — 1. U ovoj formuli 4, oznacava prosjecan broj

golova domacina zabijen u svim utakmicama. Faktor t specifi¢an za svaki tim koji je igrao n

utakmica kod kuce i m utakmica u gostima odreduje se na naéin t = % — 1. U danoj formuli g

je prosjecan broj golova koji tim zabija dok je e o¢ekivani broj golova koji prosjecni tim zabije

u n domacih i m gostuju¢ih utakmica dobiven formulom: e =

Apn+Agm
n+m

Na temelju dostupnih podataka odredeni su Poissonovi parametri A4, i 4, za domace i gostujuce

timove, bonus domacina h i timski specifi¢ni faktori t.

Tim
ARG
AUS
BEL
BRA
DNK
EGY
ENG
FRA
HRV
IRN
ISL
JPN
KOR
coL
CRI
MAR
MEX
NGA
DEU
PAN
PER
POL
PRT
RUS
SAU
SEN
SRB
ESP
SWE
CHE
TUN
URY

Prosjek:

A
0,92
1,17
2,44
2,00
1,67
0,86
1,91
1,50
1,50
1,14
1,44
1,55
0,67
1,17
0,92
1,86
1,40
1,43
3,22
0,86
1,00
2,00
2,18
2,50
1,30
1,71
1,50
2,80
2,33
1,82
1,86
1,18
1,62

An
0,50
2,00
3,25
2,00
1,67
1,00
2,20
1,80
1,80
1,20
1,40
2,00
0,80
1,00
1,00
3,00
1,63
2,00
4,00
1,83
1,33
2,20
2,67
3,33
1,25
1,00
1,20
2,60
2,57
2,75
1,00
1,25
1,85

A.a
1,33
0,57
1,80
2,00
1,67
0,75
1,67
1,20
1,29
1,00
1,50
1,17
0,50
1,33
0,88
1,00
1,14
0,67
2,25
0,13
0,67
1,80
1,60
0,00
1,33
2,00
2,00
3,00
2,00
1,29
2,50
1,00
1,34

g
0,64
1,89
1,38
1,00
1,00
1,17
1,13
1,27
1,14
1,14
1,00
1,33
1,14
0,86
1,08
1,86
1,25
1,83
1,71
2,71
1,40
1,14
1,50
3,67
0,92
0,58
0,82
0,90
1,35
1,38
0,54
1,18
1,31

e
0,92
1,17
2,44
2,00
1,67
0,86
1,91
1,50
1,50
1,14
1,44
1,55
0,67
1,17
0,92
1,86
1,40
1,43
3,22
0,86
1,00
2,00
2,18
2,50
1,30
1,71
1,50
2,80
2,33
1,82
1,86
1,18
1,62

Tablica 11 Izracun poissonovih parametara (autorski rad)

t=g/(e-1)

-0,30
0,62
-0,43
-0,50
-0,40
0,36
-0,41
-0,15
-0,24
0,00
-0,31
-0,14
0,71
-0,27
0,17
0,00
-0,11
0,28
-0,47
2,17
0,40
-0,43
-0,31
0,47
-0,29
-0,66
-0,45
-0,68
-0,42
-0,24
-0,71
0,00
-0,09

h
-0,45
0,71
0,33
0,00
0,00
0,17
0,15
0,20
0,20
0,05
-0,03
0,29
0,20
-0,14
0,08
0,62
0,16
0,40
0,24
1,14
0,33
0,10
0,22
0,33
-0,04
-0,42
-0,20
-0,07
0,10
0,51
-0,46
0,06
0,15
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Tijekom kvalifikacijskog ciklusa za svjetsko prvenstvo 2017. godine i svjetskog prvenstva
2018. godine, kvalificirane momcadi odigrale su 160 utakmica na domac¢em terenu i 163
utakmice na gostujucem terenu. Prosjecan broj zabijenih golova po timu A bio je 1.62. Timovi
koji su igrali na gostuju¢em terenu u prosjeku A, su zabijali 1.34 gola, dok su ekipe na domaéim
terenima u prosjeku A;, zabijale 1.85 golova. Domacinski bonus iznosio je 0.15 u prosjeku, $to
znac¢i da su ekipe domacini u prosjeku zabijale 15% viSe golova nego ekipe koja igra na
neutralnom terenu. U tablicama 11 1 12 prikazan je utjecaj domaceg i gostujuéeg terena na
rezultat pojedinih momcadi. Iz prikupljenih podataka moze se vidjeti utjecaj domaceg i
gostujuceg terena na rezultat utakmice. U pravilu, domaci teren donosi prednost, ali vidljivo je

da za pojedine momcadi to nije slucaj.
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4,00
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3,00

2,5
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2,0

o

1,5

o

1,0

o

0,5

o

0,00

-0,50

-1,00

)\

Usporedni prikaz Poissonovih parametara

d,lhh“lllhllllll lmlmml

ARG AUS BEL BRA DNK EGY ENG FRA HRV IRN ISL JPN KOR COL CRI MAR MEX NGA DEU PAN PER POL PRT RUS
0,92 1,17 2,44 2,00 1,67 0,86 1,91 1,50 1,50 1,14 1,44 1,55 0,67 1,17 0,92 1,86 1,40 1,43 3,22 0,86 1,00 2,00 2,18 2,50

mA_h 0,50 2,00 3,25 2,00 1,67 1,00 2,20 1,80 1,80 1,20 1,40 2,00 0,80 1,00 1,00 3,00 1,63 2,00 4,00 1,83 1,33 2,20 2,67 3,33
®A_a 1,33 0,57 1,80 2,00 1,67 0,75 1,67 1,20 1,29 1,00 1,50 1,17 0,50 1,33 0,88 1,00 1,14 0,67 2,25 0,13 0,67 1,80 1,60 0,00

mh

-0,4 0,71 0,33 0,00 0,00 0,17 0,15 0,20 0,20 0,05 -0,0 0,29 0,20 -0,1 0,08 0,62 0,16 0,40 0,24 1,14 0,33 0,10 0,22 0,33

Tablica 12 Poissonovi parametri i domacinski bonus (autorski rad)

SAU
1,30
1,25
1,33
-0,0

SEN SRB ESP SWE CHE TUN URY
1,71 1,50 2,80 2,33 1,82 1,86 1,18
1,00 1,20 2,60 2,57 2,75 1,00 1,25
2,00/2,00 3,00 2,00 1,29 2,50 1,00
-0,4 -0,2 -0,0 0,10 0,51 -0,4 0,06
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Vjerojatnost postizanja gola za
reprezentacije Spanjolske i Hrvatske

60,00%
50,00%
40,00%
30,00%
20,00%
10,00% ‘
oo N NN\
0 1 2 3 4 5 6 7

m Spanjolska M Hrvatska
Tablica 13 Graficki prikaz vjerojatnosti zabijanja golova
prema Poissonovoj distribuciji za Spanjolsku i Hrvatsku (autorski rad)
Na prethodnom grafu prikazana je Poissonova distribucija za nadolazecu utakmicu novo
osnovanog natjecanja Europske nogometne organizacije pod imenom Liga nacija. Hrvatska
prvu utakmicu na ovom natjecanju igra kao gost protiv Spanjolske. Analizom kvalifikacijskih
utakmica u 2017. godini i natjecateljskih u 2018. godini, dobiveni su podaci prikazani na grafu
koji pokazuju vjerojatnost koju ekipe imaju za postizanje pogodaka. U vjerojatnost su uracunati

parametri za prosjecan broj pogodaka te bonus domaceg terena.
Izracunate veli¢ine prikazane u tablici Poissonovi parametri uvrstili smo u formule:

U navedenim formulama A, oznacava prosjecan broj golova domacdina u ovom slucaju

reprezentacija Spanjolske za koju on iznosi
As = 1.62(1+ 0.15)(1 + (—0.68)) = 0.598.

Dok se prosjecan broj gostujuce ekipe oznac¢ava parametrom Az. U ovom primjeru za gostujuéu

ekipu uzeli smo reprezentaciju Hrvatske te za nju taj parametar iznosi

Ag = 1.62 (1 — 0.15)(1 + (—0.24)) = 1.049
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Pomocu tako izracunatih parametara, odredili smo Poissonovu distribuciju koja je prethodno
graficki prikazana, a na njoj mozemo vidjeti vjerojatnosti postizanja pogodaka svake od dviju
ekipa. Dobivene vjerojatnosti iskoristili smo kako bi predvidjeli ishod utakmice i konacan
rezultat. Umnoskom vjerojatnosti za postizanjem odredenog broja golova svake ekipe u donjoj
tablici oznaeno je 5 najvjerojatnijih ishoda utakmice. Najvjerojatniji ishod utakmice
Spanjolska — Hrvatska prema prikupljenim podacima iznosi 0:1 i iznosi 20.2%. Do tog postotka
dosli smo umnoskom vijerojatnosti da ée Spanjolska kao domacin zabiti 0 golova i Hrvatska

kao gost zabiti 1 gol.

Hrvatska
0 1 2 3 4 5 6 7
a':: 0 19,3% 20,2% 10,6% 3,7% 1,0% 0,2% 0,0% 0,0%
g 1 11,5% 12,1% 6,3% 2,2% 0,6% 0,1% 0,0% 0,0%
8 2 3,4% 3,6% 1,9% 0,7% 0,2% 0,0% 0,0% 0,0%
“ 3 0,7% 0,7% 0,4% 0,1% 0,0% 0,0% 0,0% 0,0%
4 0,1% 0,1% 0,1% 0,0% 0,0% 0,0% 0,0% 0,0%
5 0,0% 0,0% 0,0% 0,0% 0,0% 0,0% 0,0% 0,0%
6 0,0% 0,0% 0,0% 0,0% 0,0% 0,0% 0,0% 0,0%
7 0,0% 0,0% 0,0% 0,0% 0,0% 0,0% 0,0% 0,0%

Tablica 14 Prikaz vjerojatnosti konacnog ishoda utakmice Spanjolska - Hrvatska (autorski rad)

Nakon §to smo izracunali vjerojatnosti za ostvarivanje kona¢nog rezultata utakmice, Koji su
prikazani u gornjoj tablici, mozemo izracunati kolika je vjerojatnost da ¢e utakmica zavrsiti
pobjedom domaéina, gosta ili nerijeSenim rezultatom. Vjerojatnost da ¢e utakmica Spanjolske
i Hrvatske zavrsiti pobjedom domacina racuna se tako da se zbroje vrijednosti ispod dijagonale
tablice 1 ona iznosi 20.7%. Za nerijeSeni rezultat vjerojatnost se racuna tako $to se zbroje
vrijednosti svih ishoda u kojem obje ekipe zabijaju jednak broj golova, a one su u tablici
prikazane na dijagonali te ukupno iznose 33.4 %. Ukoliko zbrojimo vrijednosti iznad
dijagonale, koje prikazuju vjerojatnost da ¢e reprezentacija Hrvatske zabiti vise golova,

dobijemo vrijednost koja iznosi 45.9%.
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4. Hipergeometrijski procesi

Hipergeometrijski proces nastaje prilikom uzorkovanja nekog skupa te izdvajanja elemenata
koji imaju zajednicko svojstvo. Kao najCeS¢i primjer izdvajaju se analize na odredenoj
populaciji. U veéini slucajeva ukupna populacija je puno veca u odnosu na promatrani uzorak
sa zajednickim karakteristikama. Zbog toga mozemo pretpostaviti da, ukoliko se odredeni
uzorak odabere te vrati natrag u ukupnu populaciju, Sanse za ponovnim odabirom istog uzorka
su vrlo male. U tom slucaju svaki odabir iz ukupnog skupa ima jednaku vjerojatnost za
odabirom uzorka sa specificnim karakteristikama.

Zbhog jednake vjerojatnosti uspjeha prilikom svakog odabira hipergeometrijski proces postaje
binomni proces. Zbog toga postoji pravilo koje govori da bi ukupna populacija trebala biti
manje od 10 puta veca od promatranog uzorka. Kada slu¢aj zadovoljava navedeno pravilo nije
moguce napraviti binomnu aproksimaciju.[1]

Hipergeometrijskim procesom se smatra skup od M elemenata od kojih D ima odredene
karakteristike pri ¢emu zadovoljavaju uvjet da je D <M. Nasumic¢ni odabir n elemenata iz skupa
M bez dodavanja zamjena prilikom Cega svaki od elemenata iz skupa M ima jednaku
vjerojatnost da bude odabran. [2]

Kao primjer navodi se vreca koja u sebi sadrzi 7 loptica, od kojih su tri crvene dok su ostale
cetiri plave. Kolika je vjerojatnost da ¢e prilikom odabira 3 loptice iz vrece 2 biti crvene boje.

Vjerojatnost da ¢e druga odabrana loptica biti crvena ovisi o boji prvoizabrane loptice. Ukoliko

. . . . L. 3 iy
je prva odabrana loptica crvene boje sa vjerojatnoscu ~» wvreci su ostale samo 2 crvene od

ukupno 6 loptica. Iz toga slijedi da je vjerojatnost da je i druga odabrana loptica crvene boje § .

Svaka loptica koja je ostala u vreéi ima jednake $anse da bude odabrana. Sto zna¢i da svaki
dogadaj koji rezultira da bude odabrano ukupno x crvenih loptica ima jednaku vjerojatnost.

Stoga se u obzir uzimaju samo moguce razlicite kombinacije.

Ukoliko je u vreci 7 loptica, postoji (Z) = 35 razli¢itih kombinacija za odabir 3 loptice. Za

odabir 2 crvene loptice od ukupno 3 odabranih loptica je (3) =3te (;L) = 4 kombinacije za

odabir 1 od 4 plavih loptica u vre¢i. Od mogucih 35 kombinacija odabira loptica samo je

(2) (;L) =3 -4 = 12 kombinacija koje bi rezultirale izvlatenjem 2 crvene od ukupno 3 loptice.
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Vjerojatnost za izvlacenjem 2 crvene loptice iznosi g = 34.29% . Opcenito za skup veli€ine

M od kojih D elemenata ima odredenu karakteristiku prilikom nasumi¢nog odabira n elemenata

bez dodavanja zamjena u skup vjerojatnost za odabir x elementa sa trazenim karakteristikama

D)D)

racuna se prema:

p(x) =

Uzuvjett 0 <x<nx<Dn<<M
Hipergeometrijska distribucija takoder se moze koristiti ukoliko postoje vise od dvije vrste

specifi¢nih elemenata u skupu. Vjerojatnost za izdvajanje S1 iz skupa D1, 2 iz skupa D2 prilikom

() ()~ ()
()

Uz uvjet: ¥¥ s, =n, Y% . D, =M,D; =5, 20,M > D; > 0.

uzimanja uzorka n racuna se formulom:

p(S1,S2, e, Sk) =

Za primjer ¢emo uzeti svjetsko nogometno prvenstvo u Rusiji odrzano 2018. godine koje je
organizirala krovna svjetska nogometna organizacija FIFA. Na prvenstvu su sudjelovale 32
reprezentacije od ukupno 211 moguénih sudionika. [5] Svoje mjesto na svjetskom prvenstvu
izborilo je 5 reprezentacija od 47 iz azijskog AFC nogometnog saveza, 5 reprezentacija iz
africkog CAF nogometnog saveza od ukupno 56 reprezentacija Clanica. Nogometni savez
CONCAF koji okuplja reprezentacije iz Sjeverne i Srednje Amerike te Kariba imao je 3
predstavnika od 41 reprezentacije. CONMEBOL, nogometni savez Juzne Amerike koji ima 10
zemalja Clanica imao je 5 predstavnika na svjetskom prvenstvu. Kao sudionik s najviSe
predstavnika na prvenstvu je sudjelovao europska nogometna organizacija UEFA koja je imala
14 predstavnika od 55 zemalja €lanica. [6] Vjerojatnost da ¢emo od 32 reprezentacije koje su
sudjelovale na svjetskom prvenstvu u 10 izvla¢enja izvuéi po 2 reprezentacije saveza AFC,
CAF i CONMEBOL, 1 reprezentaciju saveza CONCAF te 3 reprezentacije iz UEFA-e

BRRG)(E) 1010310364

(i(z)) 64512240

Vjerojatnost da ¢emo izvuci ba§ ovu kombinaciju reprezentacija iznosi 1.69%.

dobivamo na nacin:

p = =0,0169
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4.1. Binomna aproksimacija hipergeometrijske distribucije

Ukoliko, nakon odabira, svaki element bude nadomjesten u skupu, vjerojatnost da pojedini
clement ima odredene karakteristike ra¢una se kao % . Tada se broj uzoraka uzet iz skupa D

ra¢una binomnom (n, D/M) distribucijom. Ukoliko je M jako velik u odnosu na n, Sanse za
odabir istog elementa vise od jednog puta uz dodavanje elemenata u skup nakon svakog odabira
je vrlo mala. Za velike skupove M, velikim skupovima obi¢no se smatraju skupovi koji su n <
0.1 M vrijedi da ¢e biti mala razlika prilikom uzorkovanja bez obzira nadomjestaju li se uzeti
uzorci iz skupa ili ne. U tom slucaju je moguce, zbog puno lakseg racunanja, umjesto Hypergeo

(n, D, M) distribucije koristiti Binomnu (n, D/M). [1]

4.2. Broj uzoraka potrebnih za odabir specificnih elementa

Odabiru se elemenata bez dodavanja zamjenskih elemenata iz skupa M, koji sadrzi D elemenata
sa odredenim karakteristikama dok se ne zadovolji uvjet od s odabranih elemenata sa zeljenim
karakteristikama. Distribucija broja neuspjeha nastalih prije ostvarivanja s uspjeha moze se
izraCunati jednostavnom primjenom negativne binomne distribucije. Vjerojatnost promatranja

(s-1) uspjeha u (x+s-1) pokusaja dobije se direktnom primjenom hipergeometrijske distribucije

(o))
(ev's-1)

Vjerojatnost p promatranog uspjeha u sljede¢em (s+x)-tom pokusaju racuna se brojem ostalih

uvrStavanjem u formulu:

p(x,s —1) =

D elemenata podijeljenih s ostatkom ukupne populacije M:
D—-—s+1
M—-—x—-s+1

p:

Vjerojatnost nastanka to¢no X neuspjeha, prije ostvarenja s uspjeha, gdje se prestaje s
uzorkovanjem nakon ostvarenja tog s-tog uspjeha je produkt prethodne dvije vjerojatnosti:

(521)(M;D)(D—s+1)

(x+]sw—1)(M_x_S+1)

p(x) =
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Neka postoji skup velicine M Koji se sastoji od 79 nogometnih reprezentacija koje su
sudjelovale na svjetskom nogometnom prvenstvu. [5] Od tih svih reprezentacija, postoji 8 njih
koje su to svjetsko prvenstvo osvojile te one spadaju u podskup D. Ukoliko zelimo saznati
kolika je vjerojatnost da odaberemo 3 reprezentacije koje su osvojile prvenstvo, uz moguénost
odabira jedne koja ga nije osvojila, uvrstimo podatke u gore navedenu formulu i dobijemo da

ona iznosi:

(321)(M;D)(D—s+1)

(x+lsw_1)(M—x—s+1)

i (g) (711) 8-3+1)
(739) (79—1-3+1)

p(x) =

= 0,001985 = 0,20%

M D s X p(x)

79 8 3 0 0,07%
79 8 3 1 0,20%
79 8 3 2 0,37%
79 8 3 3 0,58%
79 8 3 4 0,80%
79 8 3 5 1,05%
79 8 3 6 1,30%
79 8 3 7 1,55%
79 8 3 8 1,80%
79 8 3 9 2,04%
79 8 3 10 2,26%

Tablica 15 Izracun vjerojatnosti odabira s elemenata uz x neuspjeha (autorski rad)
U tablici je prikazan izracun vjerojatnosti ostvarivanja dogadaja u pojedinim slu¢ajevima. Svi
izracuni dobiveni pomocu prethodno prikazane formule gdje je prikazan izracun za s = 3

uspjeha i x = 1 neuspjeha.
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2,50%

2,00%

1,50%
1,00%
0,50% I I
0,00% | . I
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Tablica 16 Graficki prikaz vierojatnosti odabira s elemenata uz x neuspjeha (autorski rad)

Na prilozenom grafu nalazi se prikaz rasta vjerojatnosti ostvarivanja s uspjeha uz rast broja
neuspjesnih izvlacenja.
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5. Procesi obnavljanja

U Poissonovim procesima, vremena izmedu uspjeSnih dogadaja, opisana su nezavisnim,
identi¢nim, eksponencijalnim distribucijama. U procesu obnavljana, vremena izmedu uspjesnih
dogadaja, takoder su nezavisna i identi¢na kao i u Poissonovom procesu, ali se mogu opisati
bilo kojom distribucijom. Zbog toga je Poissonov proces poseban slu¢aj obnavljajuceg procesa.
[1] Teorija obnavljanja je vrsta teorije vjerojatnosti koja generalizira Possonov proces za
potrebe odredivanja proizvoljnog vremena zadrzavanja. Procesi obnavljanja koriste se kod
proracuna najbolje strategije za zamjenu dotrajalih strojeva u nekoj tvornici i kod procjena
trajanja baterije ili vijeka trajanja elektricne Zarulje. [7] Proces obnavljanja je proces u kojem
su intervali izmedu nastalih dogadaja slucajne varijable koje su medusobno nezavisne,

pozitivne i jednako rasporedene.[8]

Neka je {Xn, n=1,2,3,4.} niz pozitivnih, nezavisnih slucajnih varijabli s uobi¢ajenom
distribucijom F. Kako bi izbjegli trivijalnost, pretpostavimo da vrijedi F(0) = P(X,=0) < 1. X

oznacava vrijeme izmedu (n-1) i n-tog dogadaja.

1= E[X,] = foox dF ()
0

Neka je u iz gore prikazane formule oznaka za prosjecno vrijeme izmedu uspjesnih dogadaja.
Iz toga slijedi da pod pretpostavkom X,, = 01i F(0) < 1, vrijedi 0 < u < oo,
S0=0, S, =X X, n=>1
Oznakom S,, prikazano je vrijeme trajanja n-tog dogadaja. Broj dogadaja tijekom vremena t biti
¢e jednak najvecoj vrijednosti n. AKo je n-ti dogadaj nastao prije ili u trenutku t vrijedi da N(t),
broj dogadaja u vremenu t odreden:
N(t) = sup{n: S, < t} [9]
Recimo da je n-ti dogadaj nastao u vrijeme S,, . Kako je vrijeme izmedu dva dogadaja nezavisno

1 jednako distribuirano slijedi da svakim novim dogadajem proces pocinje ispocetka.

Sn
7—)'[,[’71—)00

Gornja pretpostavka nam pokazuje da beskonacan broj dogadaja ne moZe nastati u konacnom
vremenu. S obzirom da je u > 0 znaci da S,, tezi u beskonaénost kako n tezi u beskonacnost.
Stoga S,, moze biti manji ili jednak t za konacan broj vrijednosti n te zakljuc¢ujemo da N(t) mora
biti konacan.

N(t) = max{n:s, <t}
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6. Zakljucak

U radu su opisani slucajevi stohastickih procesa, a to su binomni proces, Poissonov proces,
hipergeometrijski proces i proces obnavljanja. Svaki od tih procesa je detaljno opisan zajedno
sa svojim parametrima. Navedeni su nacini odredivanja pojedinih parametara te su navedeni
primjeri u kojima se isti koriste.

Tako smo mogli vidjeti opis i primjenu binomnog procesa. Binomni proces prikazan je na
primjeru odredivanja vjerojatnosti da pojedina ekipa zabije gol u svakoj minuti nogometne
utakmice. Na temelju podataka o zabijenim golovima po minuti utakmice, izraCunata je
vjerojatnost o ukupnom broju pogodaka odredene ekipe po utakmici.

Pomocu Poissonovog procesa predvidali smo rezultat utakmice uz uracunatu prednost domaceg
ili gostujuceg terena prilikom odigravanja natjecateljskih nogometnih utakmica. Moguce je
primijetiti kako pojedine ekipe nisu nuzno efikasnije na domadem terenu te smo pomocu
izraCunatih parametara pokusali previdjeti konacan ishod utakmice. Na konkretnom primjeru
prikazani su najvjerojatniji ishodi te je izraCunata vjerojatnost za pobjedu, poraz ili nerijeSeni
rezultat.

Hipergeometrijski proces opisan je pomocu pokusa izvlacenja broja loptica iz vrece. Osim
pokazanih primjera navedeni su dodatni sluc¢ajevi primjene ovih procesa ¢ime se ukazuje na
njihovu vaZznost. Hipergeometrijski proces iskoristili smo kako bi izracunali vjerojatnost za
odabir odredene kombinacije, jedne ili viSe iz skupine od 32 reprezentacije, koje su se
kvalificirale na svjetsko prvenstvo, iz 5 razliitih svjetskih nogometnih saveza za koju smo
imali 10 pokuSaja izvlacenja.

Objasnjene su poveznice izmedu tih procesa te su dani specifi¢ni slucajevi kada je moguce,
radi jednostavnosti, umjesto jednog koristiti drugi proces. Stohastic¢ki procesi su ¢esto koristeni
1 imaju Siroku primjenu u svakodnevnom Zzivotu te omogucuju niz analiza 1 zanimljivih

podataka koji mogu biti od velike vaznosti.
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Prilog

Radu se prilaze Excel datoteka u kojoj su provedeni izracuni.
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