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Sazetak

Glavna tematika ovog zavrSnog rada su metode minimizacije te njihova podijela. Kako bi
potpunije razumjeli navedene metode pa tako i samu minimizaciju kao dio optimizacije, prvo
su prikazani osnovni pojmovi potrebni za razumijevanje glavnog dijela rada. Prou¢avamo
metode te njihov nacin funkcioniranja na realnim primjerima. Postupno su opisane metode
jednodimenzionalne minimizacije, gradijentne metode i metode Newtonovog tipa kao jedne
od najCesce koristenih minimizacijskih metoda. Svaka od ovih metoda problem minimizacije
rieSava na svoj nacin i bolje odgovara odredenom tipu funkcija. Koli¢ina metoda potvrduje
vaznost rjeSavanja problema minimizacije u svakodnevnim znanstvenim, ali i druStvenim
situacijama. Problemi raznih struénih podrucja kao $to su mehanika, ekonomija, teorija

igara mogu se svesti na optimizacijski problem gdje vidimo njegovu Siroku primjenu danas.

Kljuéne rijec€i: konveksni skupovi; konveksne funkcije; optimizacija; minimizacija; lokalni

minimum; stacionarna to¢ka; gradijent funkcije
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1. Uvod

Metode minimizacije, kao glavna tematika ovog rada, dio su optimizacije koja ima
Siroku primjenu u svim dijelovima zivota danas. Problemi raznih danasnjih stru¢nih podrudja

(mehanika, ekonomija, operacijska istrazivanja) mogu se svesti na neki optimizacijski problem.

Nakon kratke obrade osnovnih pojmova minimizacijske metode svrstane su u tri
skupine: metode jednodimenzionalne minimizacije, gradijentne metode i metode Newtonovog
tipa. Minimizacija jednodimenzionalnih funkcija (funkcije s jednom nepoznanicom) obiljezavaju
najpoznatije metode poput metode polovljenja, metode zlatnog reza, metode parabole i
Brentove metode.

Za viSedimenzionalnu minimizaciju (funkcije viSe varijabli) naj¢eS¢e se koriste
gradijentne metode poput metode najbrzeg spusta te metode zrcalnog spusta. Popularne su i
metode Newtonovog tipa, kako za jednodimenzionalnu tako i za viSedimenzionalnu
minimizaciju.

Svaka metoda daje ispravne rezultate, tj. ispravne vrijednosti minimuma funkcije, ali o
tipu funkcije ovisi efikasnost same metode. Za svaku funkciju pojedinaéno je ispravnije

odabrati najprikladniju metodu kako bi cijeli proces minimizacije bio $to ucinkovitiji.



2. Metode | tehnike rada

Za izradu ovog zavrSnog rada koristena je literatura pronadena online pomoc¢u Google
i Google Scholar trazilica koja je u radu referencirana uz pomo¢ Mendeley programskog alata.
Koristeni su razni znanstveni radovi, stru¢ni €lanci i udzbenici za utvrdivanje definicija, pravila
i teorema metoda minimizacije te svega vezanog uz njih. Usporedbom i kombinacijom sve
dostupne literature, kao i filtriranjem pouzdane od nepouzdane nastao je ovaj rad vlastitom

interpretacijom dostupne literature.

Za izradu primjera zadataka u kojima se pokazuje nacin funkcioniranja pojedine
metode koriSteni su alati poput Geogebre, MS Excel-a, raznih online kalkulatora te programski

jezik Python.



3. Metode minimizacije

U ovom poglavlju bit ée opisane odabrane metode minimizacije te definirani osnovni
pojmovi vezani uz tu tematiku. Pregledom osnovnih pojmova na pocetku prikazat ¢ce se
pojmovi i problemi na koje se fokusiraju odabrane metode. Nakon toga slijedi razrada metoda
klasificiranih u tri skupine: metode jednodimenzionalne minimizacije, gradijentne metode i

metode Newtonovog tipa.

3.1. Osnovni pojmovi

Kako bi razumjeli glavne metode jednodimenzionalne i viSedimenzionalne minimizacije

potrebno je definirati osnovne pojmove vezane uz te metode.

Infimum (najvec¢a donja meda) u oznaci a = infS je najveéi realni broj a sa svojstvom
a < B za svaki broj S iz skupa S. Ukoliko skup S nije prazan, ali takav broj a ne postoji infimum
je —oo. U drugom slu€aju ako je S prazan skup infimum je co. Ako infimum pripada skupu S on
je najmaniji element skupa S i naziva se minimumom od S, a ako ne pripada skupu onda skup

nema najmanjeg elementa. [1]

Minimumom funkcije f se naziva najmaniji od brojeva f(x) funkcije f definirane na
skupu S Cije su vrijednosti realni brojevi. S obzirom na podrucje promatranja, minimum moze

biti lokalni ili globalni (apsolutni). [2]
Za zadanu funkciju f: D - R,D € R"™ promatramo sljedece probleme:
1. Odrediti f* = inf f(x);
X€ED

2. Ako funkcija f postize svoj infimum na D, treba odrediti argmin f(x), tj. toCku
x* € D u kojoj funkcija f postize svoj infimum;

3. Ako se inff(x) ne postize na D, treba odrediti niz (x,) € D za koji je
limf () = f*

Oznaka argmin f(x) predstavlja skup to¢aka (moze biti jedna tocka ili vise toCaka) u
kojima zadana funkcija f postize svoju minimalnu vrijednost. Tako oznaka argmax f(x)
predstavlja skup tofaka u kojima funkcija f postize svoju maksimalnu vrijednost. Bitno je

primijetiti kako je dovoljno traziti lokalni (globalni) minimum funkcije f: D — R jer vrijedi

argmin f(x) = argmax(—f(x)) .
X€D

X€D



Prethodno opisani problemi optimizacije imaju Siroku primjenu u raznim granama poput

mehanike, ekonomije, operacijskim istrazivanjima i sli¢no. [3]

Za numeri¢ku optimizaciju bitnu ulogu ima konveksnost te je stoga bitno objasniti
pojmove konveksnih skupova i konveksnih funkcija. Konveksan skup je skup S € R™ ako je
Axi +(1—=A)x, €S zaVxy,x, €ESiA€[0,1].

Geometrijski gledano to znaéi da je skup § konveksan ako za svake dvije tocke
X1,%, € S je i duzina koja spaja te toCke sadrzana u S. Dogovorno, prazan skup @ i skup R" su
konveksni. Takoder, iz definicije konveksnog skupa, moze se zakljuciti da su svi jednoclani

skupovi konveksni. Primjeri konveksnih skupova su pravilni poligoni te pravilni poliedri. [4]

Skup R* = {(ay, ..., @,); a4, ..., @y € R} definiran je kao n-dimenzionalni realni vektorski

prostor sa operacijama definiranim po komponentama. [5]

Na n-dimenzionalnom euklidskom prostoru R™ intuitivni pojam duljine vektora

x = (xq1,%3, ..., X,) prikazujemo formulom

x| = /x2 + -+ x2 .

Ta formula se naziva euklidskom normom koja zapravo izraCunava udaljenost ishodista

od toCke x. Bez koordinata normu moZemo zapisati kao

llx]| = v - x . (6]

Najmaniji konveksni skup koji sadrzava skup D € R" naziva se konveksnom ljuskom
skupa D. Na primjeru skupa D kojeg sacCinjavaju tri razliCite tocke iz R™ konveksna ljuska je

trokut s vrhovima u tim trima to¢kama. [3]
Funkcija f: R™ - R je konveksna ako za sve x;,x, € R™ i za svaki A € [0,1] vrijedi
FA=Dxy + Ax2) < (1= Df () +Af () - [3].

Kako bi potvrdili konveksnost funkcije na odredenom intervalu mozemo se posluziti
karakterizacijom konveksnosti pomoc¢u druge derivacije. Taj postupak definiran je sljede¢im

koracima:
1) Odredivanje domene funkcije f (ukoliko nemamo zadani interval)
2) Odredivanje druge derivacije funkcije f"

3) Ako je f"'(x) > 0 funkcija f je konveksna na podrucju tog intervala, a ako je

f" (x) < 0 funkcija f je konkavna. [8]



Razlikujemo konveksne, strogo konveksne i jako konveksne funkcije. Funkcija

f:R™ - R je strogo konveksna ako za Vx;,x, € R", x; # x, vrijedi

f((l —ADx; + sz) < (1 =Af(x1) +Af (x2), V2e(0,1).

Funkcija f: R™ - R je jako konveksna ako postoji realan broj y > 0 za koji vrijedi

1
f (#) <S(fG) + £ () = vlixy = xall%, Vanz; € R

Neka funkcija mozZe istovremeno biti konveksna, strogo konveksna i jako konveksna
$to je vidljivo na primjeru kvadratne funkcije f(x) =3x?>+2x—3 sy :% prikazanoj na slici

ispod. [1].

35

Slika 1. Graficki prikaz jako konveksne funkcije

Kako je glavna tema minimizacija, klju€na je definicija lokalnog minimuma kojeg ¢emo

definirati za proizvoljnu funkciju f: D - R,D € R" .

Tocka lokalnog minimuma x* € D funkcije f na skupu D ima okolinu O tako da je
f(x) = f(x*) za sve x € 0N D. ToCku x* zovemo toCkom strogog minimuma ako postoji
okolina 0 tko da vrijedi f(x) > f(x*) zasve x e 0 N D \ {x*}, a toCkom globalnog minimuma
funkcije f ako je f(x) = f(x*) zasve x € D. To¢ka x* € D € R" je stacionarna to¢ka funkcije
f:D—->Rakoje Vf(x*) =0.[1].

Gradijent funkcije f u to€ki x = (x4, x5, ..., x,) je vektor definiran sliede¢om formulom

Vf(x) — (af(x) af(x)) af(x)) [9]

0x, ' 0x, " Axp



3.2. Jednodimenzionalna minimizacija

Kre¢emo sa samom minimizacijom za zadanu funkciju f:[a,b] —» R koja na intervalu

[a, b] postize Ei[nfb] f (x). Promatramo sljedece probleme:
xX€|la,
1. Odredivanje barem jednog x* tako da je x* € argmin f(x) i f* = f(x")
X€D
2. Odredivanje U ={u € [a,b]: f(w) = f*}, tj. skupa svih toCaka iz zadanog
segmenta [a, b] u kojima se postize minimum zadane funkcije.

Za potrebe primjera jednodimenzionalne minimizacije promatrat ¢emo Siroku klasu
kvazikonveksnih funkcija koje svoj infimum postizu na segmentu [a,b]. Kod odredivanja
infimuma kvazikonveksnih funkcija ne zahtjeva se ni derivabilnost, ni neprekidnost funkcije.

Definicija kvazikonveksne funkcije je:

Funkcija f:[a,b] - R je strogo kvazikonveksna na intervalu [a, b] ako postize svoj

infumum f* = xei{gb]f(x) u nekoj toCki x* € [a,b] i ako postoje a,f € [a,bl,a<a <L <D
takvi da je:

i. f strogo monotono padajuéa na [a,a), a < a

ii. f strogo monotono rastu¢a na (B,b], B <b

ii. f(u)=f*zasvakiu € (a,B), a<p. [1].

Na slikama ispod prikazani su grafovi primjera strogo kvazikonveksnih funkcija
fi:la,b] = R, f1(x) = x2%i fo:[a,b] > R, f(x) = x> —8x + 5.

A5

Slika 2. Graficki prikaz funkcije f;
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Slika 3. Graficki prikaz funkcije f,

Obradit ¢emo nekoliko najpoznatijih metoda jednodimenzionalne minimizacije i to
metode kod kojih nije potrebno poznavanje derivacija zadanih funkcija. Spomenute metode su

metoda polovljenja, metoda zlatnog reza, metoda parabole i Brentova metoda.

Metoda polovljenja se naziva tako jer u svakom koraku interval dijelimo na dvije
polovice. Oznaka § oznaCava toCnost rezultata koju Zelimo posti¢i provodenjem koraka
metode. Ako je § maniji, dijeljenje intervala je blize raspolavljanju. Zadana je konveksna

funkcija f: [a, b] — R te je cilj odrediti toCku x* = argmin f(x) s to€no$¢u § > 0. Prije poCetka
X€ED

izvodenja same metode potrebno je oznaciti potrebne varijable po principu x, = a, x, = b,

1 . . . .
X =3 (a + b). Nakon ovog kre¢emo sa samom metodom prema sljede¢im koracima:

1. lzracun: fo = f(xa), fp = f(Xp), fin = f (Xn)
2. U ovom koraku definiramo x; = %(xa +xp) I xp = %(xm + xp) te izraCunamo

fi=f@) 1 fr = f(x). Nakon toga odredimo fim = min{fa, fo, fo, fi fi}-
Ovisno o vrijednosti f,,;, dodjeljuiemo nove vrijednosti varijablama po

sljede¢im koracima:
a. AKoje finin = fa i fnin = f; tada definiramo: x, = x, X = X1, fo = fim

b. InaCe, ako je fnin= fm tada definiramo: x, = x;, x, = xp, fo = f1,

fo="fr
c. Inace, ako je fiin = fr i fin = fp Onda definiramo x, = x,,,, Xy = Xy,
fa=fm fm=1r



Korak 2. ponavljamo sve dok vrijednost |x; — x,| nije manji od §. Za minimum funkcije

uzimamo onaj x* Cija vrijednost f(x*) u zadnjoj iteraciji metode bude odabrana kao f,,in. [10]
Primjer 1.
Nacin funkcioniranja metode polovljenja prikazan je na primjeru odabrane funkcije

f(x) =x3+4x2—-10 na intervalu [1,2]. Karakterizacijom konveksnosti pomoc¢u druge
derivacije potvrdujemo da je promatrana funkcija konveksna. Taj podatak nam govori da
minimum funkcije postoji. Postupak dokazivanja konveksnosti drugom derivacijom prikazan je

ispod. Tablica pokazuje da je funkcija f(x) =x3+ 4x?—10 konveksna na intervalu

(—%, +00) koji obuhvaca zadani interval [1,2].
f'"(x)y=6x+8

f'@)=0, 6x+8=0, x=-7

4 4
—00, — — ——, 4+
(=o0,—2) (=3 F)

f") - +
f(x) konkavna konveksna

Na slici ispod vidljive su vrijednosti x4, X, X;m, far o fs X0 Xm0 f1b f 1€ fmin Kroz sve iteracije.
Stupac provjera provjerava je li vrijednost |x;, — x,| > 6. Kada se tijekom izvodenja iteracija

pojavi vrijednost FALSE znaci da smo dosli do naSeg minimuma, tj. da je |x, — x,| < §.
Prvu iteraciju poCinjemo tako da odredimo vrijednosti x, i x, pomocéu zadanog intervala
[1,2].
Xq = 1, Xp = 2

Pomocu tih vrijednosti dolazimo do varijable x,, =12L2= 1,5 te raunamo njihove

vrijednosti funkcije f.

fa=f) =-5, f,=f(2) =14, f, = f(1.5) = 2.375
Dalje, kako je prikazano ispod, ratunamo x;, x,, f; i f+

Xq + Xm

Xm + Xp
xl— 2 =

=125, x="-—"=175

fi = f(1.25) = -1.79688, f, = f(1.75) =7.609375.



Od vrijednosti £, fo, fmr fir fr

biramo najmanju te po tom dobivenom fin

dodjeljujemo nove vrijednosti varijablama za sljedecu iteraciju. Kako je u ovoj iteraciji fin =

fz mijenjamo varijable na sljedeci nacin

Xp =%m =15, x, =5, =125, f,, = f, = 2.375 .

Tim vrijednostima kreéemo u drugu iteraciju i tako dalje sve dok vrijednost stupca

provjera ne bude FALSE.

U ovom slucaju izvodimo 11 iteracija jer je vrijednost |x, — x,| u 11. iteraciji manja od

6 = 0.001. Vrijednosti svih varijabli kroz iteracije prikazane su na slici 4. ispod. U zadnjem retku

vrijednost f,,;, = —5 $to je zapravo f, tako da je x, u ovom slu¢aju minimum. Konaéno rjeSenje

metode je dakle x* = 1 na intervalu [1,2].

Metoda polovljenja 3 2 interval tognost
flx)=x°+4x*—10 2] 0001

broj iteracija |xa xb Xm fa fb fm Xl Xr fl fr fmin provjera
1 1 2,00 1,5 -5 14 2,375 1,25 1,75| -1,79688| 7,609375 -5| TRUE
2 1 1,5 1,25 5| 2,375| -1,79688 1,125 1,375| -3,51367| 0,162109 5| TRUE
3 1 1,25 1,125 5| -1,79688| -3,51367 1,0625 1,1875| -4,28491| -2,68481 5| TRUE
4 1 1,125 1,0625 -5| -3,51367| -4,28491 1,03125 1,09375| -4,64938| -3,9064 -5| TRUE
5 1 1,025 1,03125 -5| -4,28491| -4,64938 1,015625 1,046875| -4,82641| -4,46889 -5| TRUE
5] 1| 1,03125| 1,015625 -5| -4,64938| -4,82641 1,0078125 1,0234375| -4,91363| -4,73833 -5| TRUE
7 1{ 1,015625|1,0078125 -5| -4,82641| -4,91363 1,00390625 1,0117188| -4,95692| -4,87013 -5| TRUE
8 1( 1,007813|1,0039063 -5| -491363| -4,95692| 1,001953125| 1,005859375| -4,97849| -493531 -5| TRUE
9 1{ 1,003906|1,0019531 -5| -4,95692| -4,97849| 1,0009765625| 1,0029296875| -4,98925| -4,96771 -5| TRUE
10 1{ 1,001953|1,0009766 -5| -4,97849| -4,98925| 1,0004882813| 1,0014648438| -4,99463| -4,98387 -5| TRUE
11 1| 1,000977|1,0004883 -5| -4,98925| -4,99463| 1,0002441406| 1,0007324219| -4,99731| -4,99194 -5| FALSE

Slika 4. Primjer koristenja metode polovljenja

Na slici ispod prikazan je graficki prikaz zadane funkcije gdje se moze provijeriti rezultat

dobiven metodom polovljenja funkcije f na intervalu [1,2] x* = 1.

3
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Slika 5. Graficki prikaz funkcije na zadanom intervalu




Metoda zlatnog reza slicha je prethodnoj metodi polovljenja po nacinu izvodenja,
jedina razlika je u tome da tocke oko poloviSta zadanog intervala biramo u omjeru 'zlatnog
reza'. Prema tom omjeru izrazene su sljede¢e formule kojima dobijemo x; i x, za zadanu
funkciju f: [a,b] » R :

3-+/5
2

X =a+ (b —a)

V5 -1
2

X,=a+b—x;=a+ (b — a).

Prvi korak metode je pomocu prethodnih formula definirati x; i x, te odrediti vrijednosti

f(x1) i f(xy). Ovisno o tim vrijednostima sljedeci korak je jedan od slijedec¢a dva:

1. Ako je f(x;) < f(x,) tada eliminiramo sve desno, x, postaje novi b, a

X, postaje x; kao $to je zapisano u nastavku

f(x1) < f(xz) = laz, by] = [ag, x2], %5 = x4

2. Akoje f(x;) > f(x,) tada eliminiramo sve lijevo, x; postaje novi a, a x, postaje

x5 kao §to je zapisano u nastavku

f(x1) > f(xz) = [ay, by] = [x1,b1], x5 = x5.

Sljedeci korak je simetri€no s x; izabrati toCku x; = a, + b, — x; koja isto tako €ini zlatni
rez intervala [a,, b,]. Nakon ovoga ponavljamo proces iz prvog koraka gdje usporedujemo
vrijednosti f(x3) i f(x3) te dobivamo novi interval [a3, b;]. Definirani koraci se ponavljaju
odredeni broj puta dok se ne postigne Zeljena to¢nost, nakon ¢ega se iz prosjecne vrijednosti
X1 U x, varijabli, te iz prosje¢ne vrijednosti f(x;) i f(x,) definiraju x* i y* koordinata toCke

minimuma zadane funkcije. [3]
Primjer 2.

Ovu metodu prikazujemo na primjeru funkcije f(x) = x?> —6x + 15 sa zadanim
intervalom [0,4]. Prije izvodenja same metode potvrdujemo da je promatrana funkcija
konveksna. Kako se radi o kvadratnoj funkciji dovoljno je provijeriti je li vodeci koeficijent a > 0
Sto nam govori da je funkcija konveksnog oblika te da ima minimum. Ukoliko je a < 0 radi se
o konkavnoj funkciji koja nema minimum. U naSem primjeru a = 1 $to potvrduje da je funkcija

f(x) = x? — 6x + 15 konveksna te da ima minimum na podruéju domene funkcije.

Nacin rada ove metode implementirali smo kao Python programsko rie$enje koje

metodom zlatnog reza pronalazi minimum kvadratnih funkcija. Cijeli kod prikazan je na slici 6.
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A Metoda zlatnog reza.py - C\Users\Korisnik\Desktop\Metoda zlatnog reza.py (3.9.5)
File Edit Format Run Options Window Help

#Metoda zlatnog re:za

#Unos koeficijenata odabrane kvadratne funkcije

math
print ("Unos kvadratne funkcije"™)
fjaa=float({input ("Unesite vodecéi koeficijent kvadratne funkcije a: "))
f fjaa <= 0:

print ("Ur
fiaa=float (i
fjab=float (input ("

#Racunanje x1 i x2 prema formulama za omjer zlatnog reza
x1=round (a+((3-math.sqrt(5))/2)* (b-a),5)
x2=round(a+((math.sqgrt (5)-1)/2)* (b-a),5)

i=0
$#Ispis zaglavlia tablice za iteracijse metode
print (" ")
print {("Broj iteracije",' ","{:<10}{:<10}{:<10}{:<10}{:<10}{:<10}".format('a",'b"',"x1",'x2","fx1","£fx2"))
print("--—-——————————————————_——_—_—_———— ")
#Provodenje metode (ispisuje podatke koje dobije u svakoj iteraciji)
(x2-x1) >= e:
i+=1

fxl=round((x1**2) *fjaa+xl*fjab+fjac,5)
fx2=round ( (x2**2) *fjaa+x2*fjab+fjac,5)
print (' eM{:<10}{:<10}{:<10}{:<10}{:<10}{:<10}{:<10}".format(i,a,b,xl,x2, £x1, £x2))
1f fxl <= fx2:
b=round (x2,5)
und (x1, 5)
round (a+b-x2, 5)

Xl=

a=round (x1,5)
xl=round(x2,5)
x2=round (a+b-x1, 5)

#Konacnl rezultat

x=round ( (x1+x2)/2,5)

=round ( (£x1+£x2)/2,5)

print (" ")

print()

print ("KONACNI REZULTAT")

print ("MIN(",;x,',",¥, ") ")

print()

print ("Minimum zadane funkci f(x)=","("',£jaa,"') "', "x"2 +", " (', £jab, ") ', "x +", " (', £jac,"')"'," ima koordinate ",x," i ",y,"."

Slika 6. Programsko rjesenje za metodu zlatnog reza

U nastavku su detaljno objasnjeni pojedini dijelovi programskog koda. Prije svega
ukljuéujemo Python matemati¢ki modul math. Program kre¢e od unosa same funkcije. Ovo
programsko rjeSenje konstruirano je za pronalazenje minimuma kvadratnih funkcija tako da se
na pocCetku trazi od korisnika da unese vrijednosti a,bi c koeficijenata funkcije. Kod upisa
program provjerava je li vodeci koeficijent a > 0, tj. provjerava konveksnost funkcije. Ukoliko
uneseni a nije vec¢i od 0 program ponovno nudi upis vodeéeg koeficijenta kako bi korisnik
mogao pravilno unijeti koeficijente odabrane kvadratne funkcije kojoj Zeli pronac¢i minimum.

Linije za unos tog dijela prikazane su ispod.
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#Unos koeficijenata odabrane kvadratne funkcije

import math

print ("Unos kvadratne funkcije")

fjaa=float (input ("Unesite voded¢i koeficijent kvadratne funkcije a: "))

if fjaa <= 0:
print ("Unesena funkcija nije konveksna, nema minimum")

fjaa=float (input ("Unesite vodec¢i koeficijent kvadratne funkcije a: "))
fjab=float (input ("Unesite linearni koeficijent kvadratne funkcije b: "))

fjac=float (input ("Unesite slobodni koeficijent kvadratne funkcije c: "))

Nakon unosa funkcije potrebno je unijeti podatke o intervalu (a, b) na kojem trazimo
minimum prethodno unesene funkcije te tocnost koju Zelimo posti¢i zavrdnim rezultatom
metode. Kako bi nam bilo jednostavnije i elegantnije provodenje metode te vrijednosti odmah

zaokruzujemo kao $to je vidljivo ispod s funkcijom round.

#Unos intervala 1 Zeljene toc¢nosti za provodenje metode
print ("Unos intervala")

a=round (float (input ("Unesi a ")), 5)
b=round (float (input ("Unesi b ")), 5)

print ("Zeljena to&nost")

e=float (input ("Unesite tocnost "))

Dalje raunamo x; i x, po prethodno navedenim formulama, te inicijaliziramo broja¢ i
kako bi pratili broj iteracija tijekom izvodenja metode.
#RacCunanje x1 i1 x2 prema formulama za omjer zlatnog reza
x1=round (a+ ( (3-math.sqgrt (5))/2) * (b-a), 5)
x2=round (a+ ( (math.sgrt (5)-1)/2) * (b-a),5)
i=0
Prije samog izvodenja postavliamo zaglavlje tablice u koju ¢e metoda ispisivati

vrijednosti varijabli u svakoj iteraciji.
#Ispis zaglavlija tablice za iteracije metode

print ("Broj iteracije™, ' ', "{:<10}{:<10}{:<10}{:<10}{:<10}{:<10}".format (
"a','b','x1l', 'x2", "fx1',"fx2"))

Klju€ni dio programa je izvodenje same metode koje je implementirano petljom while.
Petlja e se izvoditi sve dok se ne postigne zeljena to€nost zavrdnog rezultata. U sklopu petlje
provjeravamo je li f(x;) < f(x,) ili f(x1) > f(x,) te ovisno o tomu raGunamo nove vrijednosti

varijabli kako je prikazano ispod.
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#Provodenje metode (ispisuje podatke koje dobije u svakoj iteraciji)
while (x2-x1) >= e:

i+=1

fxl=round ((x1**2) *fjaa+xl*fjab+fjac,5)

fx2=round ((x2**2) *fjaa+x2*fjab+fjac,5)

print ("', "{:<10}{:<10}{:<10}{:<10}{:<10}{:<10}{:<10}".format (i,a,b,x1,
x2,£fx1,£fx2))

if fx1 <= fx2:
b=round (x2,5)
x2=round (x1,5)
x1l=round (atb-x2,5)
else:
a=round (x1,5)
x1l=round (x2,5)

x2=round (atb-x1,5)

Nakon S&to petlja, tj. metoda odradi sve potrebne iteracije raCunamo prosjeCne

vrijednosti x* i y* te ispisujemo konacni rezultat.

#Konac¢ni rezultat
x=round ( (x1+x2)/2,5)
y=round ( (fx1+£fx2)/2,5)

print ()
print ( "KONACNI REZULTAT ")

print ("MIN(",x,"',',y,")")

print ()
print ("Minimum zadane funkcije f(x)=",'(',fjaa,’')"',"x"2 +",'(',fjab,")"',"x
+",'(',fjac,')'," ima koordinate ",X," i ",y,".")

Rad ovog programskog rjeSenja provjeren je na prethodno spomenutom primjeru
funkcije f(x) = x? — 6x + 15 sa zadanim intervalom [0,4] i to&nosti e = 0,001. Prvo su uneseni
koeficijenti kvadratne funkcije a = 1,b = —6,c = 15, granice zadanog intervalaa =0,b = 4 te
Zeljena to¢nost € = 0,001. Nakon tih unosa u tablici je za svaku iteraciju ispisan broj iteracije
te vrijednosti varijabli a, b, x4, x5, f(x1)if(x;). Nakon $to je postignuta Zeljena to¢nost
metoda se zaustavlja te ispisuje konacan rezultat minimuma zadane funkcije. Konacan rezultat
dobije se tako da se iz prosjeCne vrijednosti x; i x, varijabli, te iz prosjeCne vrijednosti
f(x1)if(xy) definiraju x* i y* koordinate toCke minimuma zadane funkcije Cijelo rieSenje

programa vidljivo je ispod na slici 7.
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A |DLE Shell 3.9.5 - [m] X

File Edit Shell Debug Options Window Help

Python 3.%.5 (tags/v3.9.5:0a7dcbd, May 3 2021, 17:27:52) [MSC v.1928 64 bit (AMD&4)] on win32
Type "help", "copyright", "credits"™ or "license()" for more information.

s

=========== RESTART: C:\Users\Korisnik\Desktop\Metoda zlatnog reza.py ==========
Unos kvadratne funkcije

Unesite vodeé¢i koeficijent kvadratne funkcije a: -2

Unesena funkcija nije konveksna, nema minimum

Unesite vode¢i koeficijent kvadratne funkcije a: 1

Unesite linearni koeficijent kvadratne funkcije b: -6

Unesite slobodni koeficijent kvadratne funkcije c: 15

Unos intervala

Unesi a 0

Unesi b 4

Zeljena todnost

Unesite todnost 0.001

Broj iteracije a b xl %2 fxl fx2

1 0.0 4.0 1.527886 2.47214 8.1€72 6.2768¢64
2 1.52786 4.0 2.47214 3.05572 6.27864 6.0031
3 2.47214 4.0 3.05572 3.41e42 6.0031 6.17341
4 2.47214 3.41642 2.83284 3.05572 6.02794 6.0031
5 2.83284 3.41642 3.05572 3.19354 6.0031 6.03746
3 2.83264 3.19354 2.970686 3.05572 6.0008¢6 6.0031
7 2.83284 3.05572 2.817% 2.97066 6.00674 6.00086
g 2.917¢ 3.05572 2.970686 3.0029%¢ 6.00086 6.00001
El 2.97066 3.05572 3.002%8 3.02342 €6.00001 6.00055
10 2.97066 3.02342 2.89112 3.00296  6.00008 6.00001
11 2.99112 3.02342 3.002%¢e 3.01158 6.00001 6.00013
12 2.9%8112 3.01138 2.599974 3.002986 6.0 6.00001
13 2.99112 3.00286  2.99434 2.99974 €.00003 6.0

KONACNI REZULTAT
MIN( 2.99665 , &€.00001 )

Minimum zadane funkcije £(x)= ( 1.0 ) 22 + ( -6.0 ) x + ( 15.0 ) ima koordinate 2.9%865 1 6.00001
>>>

Slika 7. Primjer rjesenja programskim rjesenjem metode zlatnog reza

Na slici 8. nalazi se graficki prikaz zadane funkcije f(x) = x? — 6x + 15 gdje mozemo
vidjeti da je rezultat metode zlatnog reza min (2.99865,6,00001) =~ (3,6) ispravan, tj. da tocka

minimuma zadane funkcije ima koordinate (3,6).

Ekstrem
5 (3. 6)

Slika 8. Graficki prikaz koristene funkcije
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Metoda parabole je jos jedna jednostavna metoda za odredivanje lokalnog minimuma
funkcije f:[a,c] » R. Za pocetak izvodenja metode potrebno je u zadanom intervalu [a,c]
odabrati to€ku b u kojoj funkcija prima manju vrijednost nego za to¢ke a i c. Podacima o
toCkama (a, f (a)), (b, f(b)) i (¢, f(c)) odredujemo interpolacijski polinom pomocu

Lagrangeove formule kako je prikazano formulama prikazanim ispod.
P, = f(@pa(x) + f(D)pp(x) + f(c)pc(x)

_(x—c)(x—Db) _(x—a)(x—o) _(x—a)(x—D)
“(a-c)(a-b)’ S -a)b-o)’ ~ (c—a)(c—b)

Dobiveni polinom P, zapravo je aproksimacija funkcije f na zadanom intervalu [a, c] te

Pa(x) pp(x) pc(x)

zbog toga trazimo njegov minimum, a ne minimum zadane funkcije. Stacionarnu toc¢ku

dobivenog interpolacijskog polinoma drugog stupnja dobijemo sljede¢om formulom

_1a3(f()—f())+b%(f () —f(a))+c*(f (@)—f (b)) 3]

Ymin = 3L (F )1 ©)+b(F(O)—F (@) +e(F @1 (b))

Ukoliko je interpolacijski polinom dobra aproksimacija funkcije f, x minimum od
polinoma P, bi trebao biti dobra aproksimacija x* minimuma od f. lako sa zadanom to¢nosti
taj proces mozemo poboljsati. To¢nost §, ¢ ili xtol zadajemo u ovisnosti o Zeljenoj preciznosti
rezultata. Iterativni postupak metode zapocinjemo tako da odredimo vrijednost varijable dx po

formuli
dx = max{a, b,c} —min{a,b,c} .

Na temelju tog odabiremo sljedeci korak metode. Ako je dx maniji od zadane to€nosti
rezultata, tj. ako je dx < xtol dobivenu vrijednost x,,;, uzimamo kao zavrsni rezultat minimuma
funkcije

X" = Xmin -

Ako je dx veci od zadane to¢nosti, tj. dx > xtol moramo napraviti zamjenu vrijednosti

varijabli za sljedecu iteraciju po principu
a=hb, b=c c=x.

Za taj novo dobiveni skup podataka ponovno radunamo  stacionarnu tocku

interpolacijskog polinoma x,,;,, i ponavljamo prethodno definirane korake. Proces se moze

ponavljati dok se ne postigne zadana to¢nost ili dok ne uo&imo male promjene u rezultatima.
[11]
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Primjer 3.

Opisani postupak za funkciju f(x) = x? cos(#) naintervalu [1,10] prikazan je na slici

ispod. Prije samog postupka metode potvrdujemo da je spomenuta funkcija konveksna
pomocu druge derivacije kako je prikazano ispod. Uo€avamo da nam je funkcija konveksna
samo na drugom intervalu tako da za provedbu metode mozZemo uzeti manji interval od

pocetnog [1,10] pa uzimamo interval [5,10].

2 X+31
x+3m . (x+3m x COS( Z )
—X-Sin -

4 4 16

f'(x) =2 cos(

f"(x) =0, x = 4.0714847379986 =~ 4.07148
(—0,4.07148) (4.07148, + )

) - +

f(x) konkavna konveksna

Za vrijednosti a,b,c iz intervala [5,10] izraCunate su vrijednosti f(a),f(b)i f(c)
pomocu kojih onda raéunamo brojnik i nazivnik za prethodno spomenutu formulu stacionarne
toCke interpolacijskog polinoma &to je prikazano u stupcu x. Nakon toga raéunamo vrijednost
varijable dx koja nam govori trebamo li izvoditi joS iteracija. Ta postignuta to¢nost se provjerava
u stupcu dx < xtol. Na kraju iteracije jo$ racunamo vrijednost f(x) $to je zapravo y* varijabla
minimuma funkcije f(x) = x? cos(x:ﬁ) na intervalu [5,10]. Kada je zadana to¢nost
postignuta vrijednost u celiji je TRUE &to vidimo u 10. ponavljanju te je to nas konacni rezultat,
tocka (6.7, —28.3). Takoder mozemo uociti male promjene u vrijednostima zadnjih par iteracija

Sto je dodatna potvrda da je izvodenje metode gotovo.

Jednadzba
- xtol Interval a b c
flx) = 22 cos( ! +I. ~) 0,001 [5,10] 5 75 10
| Broj

iteracija a b C f(a) f(b) flc) brojnik nazivnik dx dx<xtal X fix)
1 0 7,5 10 0| -26,094 14,213| 3408,890505| 367,53807 10| FALSE | 4,637466 -20,0290665
2 7,5 10| 4,637466| -26,094 14,213| -20,029| 1665,772685| 130,54302| 5,362534| FALSE 6,380167 -28,11278175
3 10| 4,637466| 6,380167 14,213| -20,029| -28,113| 1291,981764| 103,02257| 5,362534| FALSE 6,270382 -27,92373429
4| 4,637466| 6,380167| 6,270382| -20,029| -28113| -27,924| -7,597239769| -0,558021| 1,742702| FALSE 6,807308 -28,24874725
5| 6,380167| 6,270382| 6,807308| -28,113| -27,924| -28,249| -0,876052263| -0,065823| 0,536926| FALSE 6,654619 -28,31572473
6| 6,270382| 6,807308| 6,654619| -27,924| -28,249| -28,316| -1,138362145| -0,085588| 0,536926| FALSE 6,65024 -28,31567969
7| 6,807308| 6,654619| 6,65024| -28,249| -28,316| -28,316| -0,003994484 -0,0003| 0,157068| FALSE 6,654229 -28,31572508
8| 6,654619| 6,65024| 6654229 -28,316| -28,316| -28,316| 2,53957E-07| 1,908E-08| 0,004379| FALSE 6,654265 -28,31572508
9| 6,65024| 6,654229| 6,654265| -28,316| -28,316| -28,316 2,1641E-08| 1,626E-09| 0,004025| FALSE 6,654265 -28,31572508
10| 6,654229| 6,654265| 6,654265| -28,316| -28316| -28316| 4,64137E-15| 3 488E-16( 3,62E-05| TRUE 6,654265 -28,31572508
11| 6,654265| 6,654265| 6,654265| -28,316| -28316| -28316| -7,90481E-21| -594E-22| 9,48E-08| TRUE 6,654265 -28,31572508
12| 6,654265| 6,654265| 6,654265| -28,316| -28,316| -28316| -1,23728E-20| -9,3E-22| 8,07E-08| TRUE 6,654265 -28,31572508

Slika 9. Primjer koristenja metode parabole
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Na slici ispod nalazi se grafi¢ki prikaz odabrane funkcije f(x) = x? cos(%) gdje

mozemo uociti da je metoda parabole brz i efikasan nacin do ispravnog rezultata. Lokalni

minimum na intervalu [5,10] uistinu je tocka (6.7, —28.3).

Slika 10. Graficki prikaz funkcije za metodu parabole

Brentova metoda za jednodimenzionalnu minimizaciju koja se najCeS¢e koristi u
praksi kombinira metodu zlatnog reza i metodu parabole. lako je metoda zlatnog reza pogodna
i za minimizaciju funkcije u najgorim mogucéim uvjetima, u nekim slu¢ajevima metoda parabole
to moze brze odraditi. Tako u slu€aju funkcije paraboli€nog oblika u okolini minimuma metoda
parabole konvergira minimumu u svega nekoliko iteracija. Takoder metoda zlatnog reza
garantirano nalazi minimum funkcije, dok to kod metode parabole nije sigurno. Tako ih
Brentova metoda kompromisno koristi obje ovisno o tome koja se metoda u danom koraku
uCini pogodnijom. Kod kombiniranja metoda vazno je paziti na nepotrebno dodatno
izraCunavanje vrijednosti funkcije prelaska s metode na metodu, pratiti zaustavni kriterij te

snazno pravilo za odabir metode za sljedecu iteraciju. [3]
Klju€no je prilikom optimizacijskog procesa metode pratiti sljedecih 6 toCaka:
e a - lijeva granica intervala (a, b)
e b —desna granica intervala (a, b)
e x — najmanja vrijednost funkcije

e w — 2. najmanja vrijednost (nakon x)
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e v —vrijednost prije w (3. najmanja vrijednost)
o u —tocka u kojoj je vrijednost funkcije izraCunata zadnji put.

Moze se pratiti i tocka m koja je u sredini intervala (a, b), tj. poloviste intervala, ali se u

njoj vrijednost funkcije ne mora racunati. [3]

Interpolacija metodom parabole radi se kroz tocke x, v i w, a kako bi korak dobiven na
taj nacin bio prihvatljiv moraju se zadovoljiti sljedeéi uvjeti:
e Sljedec¢a aproksimacija mora biti unutar intervala (a, b)
e Udaljenost sljedece aproksimacije od x mora biti manja od polovine udaljenosti

zadnje dvije aproksimacije, ukoliko to nije sluaj vra¢a se na metodu zlatnog

reza.
Tipi¢ni zaustavi kriterij za ovu metodu je da su vrijednosti a i b udaljenje 2 - x - €. [3]
Primjer 4.
NajceS¢e se prve iteracije rieSavaju metodom zlatnog reza dok tocke v,wi x ne
poprime razli€ite vrijednosti kako bi mogli rijeSavati sljedece iteracije metodom parabole. To je
3 2
vidljivo i na primjeru funkcije f(x) = x? — x? — x — 1 prikazanom u tablici ispod. Zadana funkcija
je konveksna §to nam govori da minimum na odabranom intervalu postoji. Minimum trazimo
na zadanom intervalu [1,2] s tonosti £ = 1076, Vidimo kako su prve dvije iteracije rieSavane
metodom zlatnom reza, a sve idu¢e metodom parabole. Kona¢no rieSenje je x* = 1,618034

pronadeno u 3estoj iteraciji metodom parabole. Takoder uo€avamo da je metoda minimum

nasla vec u prvoj iteraciji, ali to ne zna dok se interval dovoljno ne smaniji. [12]

Tablica 1. Primjer minimizacije Brentovom metodom

Iteracija u Odabrana metoda
1 1,618034 Metoda zlatnog reza
2 1,763932 Metoda zlatnog reza
3 1,612758 Metoda parabole
4 1,617924 Metoda parabole
5 1,618034 Metoda parabole
6 1,618034 Metoda parabole

(Izvor: Veliz, 2020.)
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3.3. Uvod u viSedimenzionalnu minimizaciju

Za pocCetak prikazane su osnovne, dobro poznate definicije i ¢injenice o ekstremima
funkcije vise varijabli.

Neka je zadana funkcija f:S - R,S € R",n > 2,n € N. Funkcija f ima u tocki c € S
lokalni minimum ako postoji okolina O, oko tocke c gdje je za svaki x = (x; x5, ...,x,) € O,
vrijedi f(c) < f(x). Funkcija je diferencijabilna na zadanom skupu S ako postoje sve prve
parcijalne derivacije i one su neprekidne. Za odabrani x , vektor

df(x) of (x)  9f(x)
ox; = 0x, ' 0x,

Vf(x) = ( )

je gradijent funkcije f u toCki x. 1z ove definicije moZzemo uoditi da su skalarne

projekcije gradijenta parcijalne derivacije prvog reda zadane funkcije f. [9]

Ako je tocka c lokalni ekstrem funkcije f njezin gradijent je nulvektor Vf(c) = 0. Sve
toCke kojima je gradijent nulvektor nazivamo stacionarnim to¢kama . |1z toga slijedi nuzan, ali
ne i dovoljan uvjet lokalnih ekstrema. Ekstrem funkcije mora biti stacionarna tocka, ali
stacionarna to¢ka ne mora nuzno biti ekstrem funkcije f. Takve toCke kojima je gradijent
nulvektor, a nisu ekstremi nazivamo sedlastim tokama ili toékama pregiba u kojima se
mijenja zakrivljenost funkcije. U tim toCkama funkcija prelazi iz konkavne u konveksnu ili
obrnuto. Ispod je prikazana Hesseova matrica u kojoj se nalaze elementi parcijalne derivacije

drugog reda funkcije f. [9]

[ 0%f 0% f 0%f 1

0x?  0x,0x, 0x1 %y,

aZf aZf aZf

H(x1, %2, .., %) = | 0x,0x;  0x2 0x,0x,
0%f 0%f 0%f

[0x,0x; 0x,0x, c’)_)c,zl |

Prethodno definiranim Cinjenicama o ekstremima funkcije viSe varijabli skupili smo
potrebne podatke za nalazenje tih ekstrema. Dakle, ako je ¢ stacionarna toCka dva puta
diferencijabilne funkcije f i D, (k € N) glavne subdeterminante pridruzene Hesseovoj matrici

u tocki ¢ onda funkcija f
a) ako su Dy > 0 ima lokalni minimum u ¢
b) za parne k, D, > 0, a za neparne k, D, < 0 ima lokalni maksimum u tocki ¢

c) ako za barem jedan k D, < 0 ili postoje neparni kil D, >0 i D; <0 nema

lokalnih ekstrema. [9]
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3.4. Gradijentne metode

Opcenito, gradijentne metode su numeri¢ke metode optimizacije u kojima se koristi
gradijent. Geometrijski gledano gradijent je okomit na nivo plohu f(x) = a iz ¢ega proizlazi
¢injenica da gradijent funkcije Vf(x) ima smijer i orijentaciju najbrzeg rasta funkcije. To znaci

da —Vf(x) ima smijer i orijentaciju najbrzeg pada funkcije. [9]

Cilj gradijentnih metoda je zadanom pocCetnom aproksimacijom doci do slijedece

aproksimacije koristeci gradijent. Vizualni prikaz te ideje vidljiv je na slici ispod.

Slika 11. Vizualni prikaz ideje gradijentnih metoda

Korak aproksimacije za minimum dan je sljede¢om formulom
x D) = xk — 3, v (xk).

Postoje razliite moguénosti odabira koraka 4, kako bi se osigurala konvergencija niza
iteracija prema kriticnoj toCki zadane funkcije. Ukoliko izaberemo ¢&vrsti korak u svim
iteracijama dobivamo metodu konstantnog spusta. Klju¢no je da kod racunanja minimuma
vrijednost funkcije u svakoj sljedecoj iteraciji bude manja, tj. da se gradijent sve viSe blizi nuli.

Kriterij zaustavljanja algoritma moze biti formula ispod.

n 2
Z (g—i (x(k))) <e

i=1

Ako je u xKk*t1 =xk — 2, Vf(x*) korak A, >0 biramo tako da nekom od metoda
jednodimenzionalne optimizacije minimiziramo funkciju jedne varijable konstruiranu formulom
ispod. [9]

g = £ (x® = avf (x®)), 22 0
Na taj nacin dobiva se metoda najbrzeg spusta koju prikazujemo u primjeru ispod.
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Primjer 5.

Metodom najbrzeg spusta minimizirajmo funkciju f (x,y) = x? + 2x + y? — 4y + 3 pocevsiod

toCke (—3,—3). Prije izvodenja metode dokazano je da je zadana funkcija konveksna.

gradijent V£ (x,y) = [;; ti Vf(=3,-3) = [; E:g t ﬂ = [__140

x1 _xo 0.0 _—3 —4 _ —3+4A
[yl] - [y"] AVFG YD) = [—3] ’1[—10] 3+ 10,1]
g =flxLy) =(=3+41)?+2- (-3 +41) + (=3 +101)®> —4(=3 +101) + 3
=116A2 — 1161 + 27

g' (1) =2321—116

g’ =02a,1=§

Za korak A = %dalje raCunamo

1
MBI
v —s+10- L2
Provjerimo gradijent funkcije u tocki (—1,2):

VF(-1,2) = |2 '2(_‘2111 =19

Ocito je minimum funkcije u tocki (—1,2) i iznosi

f(=1,2)=(-1)2+2 - (-1)+22—4-2+3=-2.

EF)

Slika 12. Prikaz funkcije na xy osima Slika 13. Prikaz funkcije u prostoru
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Primjer 6.
RijeSimo isti primjer koristeci istu po€etnu to¢ku i korak A = 0.1 (metoda konstantnog

spusta).

gradijent Vf (x,y) = [%; t i] Vf(-3,-3) = [; E:g t i] = [__140]

[i] = [po] ~1wrem =[] =01 [ 4] = 235451 = [5]

Usporedimo vrijednost funkcije u po€etnoj i dobivenoj aproksimaciji
f(=3,-3)=(-3)2+2-(-3)+(-3)2—-4-(-3)+3 =27

f(=2.6,-2) = (=2.6)>+2-(-2.6)+ (-2)2—4-(-2)+3 =16.56

Ocito se vrijednost funkcije smanjuje, tako da prelazimo na sljede¢u aproksimaciju.
] =[] - wrerom =[50 -0 [ ) = [25 1 0 = 22
Usporedimo vrijednosti funkcije u zadnje dvije aproksimacije:
f(=2.28,-12) = (=2.28)2 + 2 (—2.28) + (-1.2)2 —4- (—1.2) + 3 = 9.8484
fO2y?) < flxhyh.

o] = [l - awretom = [255]-0a [ 0 2 - 2 o] = [ s

|zradunajmo vrijednost funkcije u x3, y3
F(—2.024,-0.56) = (—2.024)% + 2 - (—2.024) + (—0.56)2 — 4 - (—0.56) + 3 = 5.602176
Cetvrta aproksimacija je

x* _[x3 3 .3y _ [—2.024 2-(—2.024)+2]_ —2.024 + 0.2048
[y4]_[y3] AVf(x ’y)_[—0.56] 0'1[2-(—0.56)—4 ~ L —0.56+0.512

- [_—10..8014982]

£(—1.8192,-0.048) = (—1.8192)2 + 2 - (—1.8192) + (—0.048)2 — 4 - (—0.048) + 3

= 2.865393 .

Preostale aproksimacije vidljive na slici ispod dokazuju da je gradijent u svakoj
sliedecoj aproksimaciji blizi i blizi nuli (nulvektoru). Vrijednosti x i y sve se viSe priblizavaju

stvarnoj tocki minimuma (—1,2) za koju vrijednost funkcije iznosi —2.
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Gradijentna metoda konstantnog spusta

Pocetna
.2 2 i to¢ka | Korak A
f(x,y) = xX*+2x+y" —4y+3 ST ot
Broj o -
aproksimacije | xk=1 | y*=1 |Vf(x"77) VI x~ y¥ flxk, v
k

1 -3 -3 -4 -10 -2,6 -2 16,56
2 -2,6 -2 -3,2 -8 -2,28 -1,2 9,878400
3 -2,28 -1,2 -2,56 -6,4 -2,024 -0,56 5,602176
4 -2,024 -0,56 -2,048 -5,12] -1,8192 -0,048 2,865393
5| -1,8192 -0,048 -1,6384 -4,096| -1,65536 0,3616 1,113851
6] -1,65536 0,3616 -1,31072 -3,2768| -1,52429| 0,68928 -0,007135
7] -1,52429] 0,68928 -1,048576 -2,62144( -1,41943| 0,951424 -0,724567
8| -1,41943( 0,951424 -0,8388608 -2,097152| -1,33554( 1,161139 -1,183723
9] -1,33554| 1,161139| -0,67108864| -1,6777216| -1,26844| 1,328911 -1,477582
10| -1,26844| 1,328911| -0,53687091| -1,34217728| -1,21475| 1,463129 -1,665653
11| -1,21475| 1,463129| -0,42949673| -1,07374182| -1,1718| 1,570503 -1,786018
12| -1,1718| 1,570503| -0,34359738| -0,85899346| -1,13744| 1,656403 -1,863051
13| -1,13744| 1,656403| -0,27487791| -0,68719477| -1,10995| 1,725122 -1,912353
14| -1,10995| 1,725122| -0,21990233| -0,54975581| -1,08796| 1,780098 -1,943906
15| -1,08796| 1,780098| -0,17592186| -0,43980465| -1,07037| 1,824078 -1,964100
16| -1,07037| 1,824078| -0,14073749| -0,35184372| -1,05629| 1,859263 -1,977024
17| -1,05629| 1,859263| -0,11258999| -0,28147498| -1,04504| 1,88741 -1,985295
18| -1,04504| 1,88741| -0,09007199| -0,22517998| -1,03603| 1,909928 -1,990589
19| -1,03603| 1,909928| -0,07205759| -0,18014399| -1,02882| 1,927942 -1,993977
20| -1,02882| 1,927942| -0,05764608| -0,14411519| -1,02306| 1,942354 -1,996145
21| -1,02306| 1,942354| -0,04611686| -0,11529215( -1,01845| 1,953883 -1,997533
22| -1,01845| 1,953883| -0,03689349| -0,09223372| -1,01476] 1,963107 -1,998421
23| -1,01476| 1,963107| -0,02951479| -0,07378698| -1,01181| 1,970485 -1,998989
24| -1,01181| 1,970485| -0,02361183| -0,05902958| -1,00944| 1,976388 -1,999353
25| -1,00944| 1,976388| -0,01888947| -0,04722366| -1,00756] 1,981111 -1,999586
26| -1,00756| 1,981111| -0,01511157| -0,03777893| -1,00604| 1,984888 -1,999735
27| -1,00604| 1,984888| -0,01208926| -0,03022315( -1,00484| 1,987911 -1,999830
28| -1,00484| 1,987911| -0,00967141| -0,02417852| -1,00387| 1,990329 -1,999891
29| -1,00387| 1,990329| -0,00773713]| -0,01934281| -1,00309| 1,992263 -1,999931
30( -1,00309| 1,992263 -0,0061897( -0,01547425| -1,00248( 1,99381 -1,999956
31 -1,00248| 1,99381| -0,00495176( -0,0123794| -1,00198( 1,995048 -1,999972
32| -1,00198| 1,995048| -0,00396141| -0,00990352| -1,00158( 1,996039 -1,999982
33| -1,00158| 1,996039| -0,00316913| -0,00792282| -1,00127| 1,996831 -1,999988
34| -1,00127| 1,996831 -0,0025353( -0,00633825| -1,00101( 1,897465 -1,999993
35| -1,00101f 1,997465| -0,00202824( -0,0050706| -1,00081( 1,997972 -1,999995
36| -1,00081| 1,997972| -0,00162259| -0,00405648| -1,00065| 1,998377 -1,999997
37| -1,00065| 1,998377| -0,00129807| -0,00324519| -1,00052( 1,998702 -1,999998
38| -1,00052| 1,998702| -0,00103846( -0,00259615| -1,00042( 1,998962 -1,999999
39| -1,00042| 1,998962| -0,00083077| -0,00207692| -1,00033| 1,999169 -1,999999
40| -1,00033| 1,999169| -0,00066461| -0,00166153| -1,00027( 1,999335 -1,999999

Slika 14. Izracun primjera metode konstantnog spusta
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Metoda zrcalnog spusta

Krenimo s poznatom pretpostavkom da je f konveksna funkcija u varijabli x € S gdje je
S konveksan i zatvoren skup. Za bolje razumijevanje ove metode potrebno je definirati neke

pojmove prikazane u nastavku.

Neka je f konveksna funkcija na R"™, df (x) je njezin subgradijent u x ako je

fO) = f(x) +0f (x),y —x), Yy ER".

Funkcija f je Lipschitz neprekidna s konstantom K na konveksnom skupu S ako za
vxeS vrijedi ||0f (x)||. < K gdje je df bilo koji subgradijent od f [13]

Funkcija d:R™ xR"™ - [0,)je kvazimetricCka funkcija ako vrijedi {vx,y€
R™"} d(x,y) = 0 & x = y. Sada definiramo iteraciju metode zrcalnog spusta s duljinom a > 0

sljedecim izrazom
Mirr(a,x,0f) = argmin,es{d(x,y) + (adf (x),y — x)}
gdje je df subgradijent neke funkcije.

Teorem za ocjenjivanje pogreSke metode

20K?
82

_‘/f/_%’( gdje e-aproksimaciju tocke x* postizemo u Q(

( aritmeti¢ka sredina prvih k iteracija x = %Z’fgol x; , © bilo koja gornja meda na d(x,, x*), tocka

Vrijedi f(x) — f(x*) < ) iteracija

. V20
* —
minimuma x*, a = _K\/E)'

Za razliku od gradijentne metode najbrzeg spusta koja brzo konvergira dok je trenutna
iteracija daleko od zavrSnog, optimalnog rjeSenja, metoda zrcalnog spusta konvergira brzo
kada je blizu optimalnog rjeSenja. |z tog razloga ¢esto se kombiniraju u tzv. uparenu metodu
[13].

Primjer 7.

Na slici 15. ispod na grafovima prikazane su iteracije metoda najbrZzeg spusta i zrcalnog

2
spusta za funkciju f(x) = x? s po€etnim x, = 2 na intervalu [0,2]. UoCavamo kako je metoda

najbrzeg spusta brza od metode zrcalnog spusta u prvih nekoliko iteracija, a sporija nakon

prvih nekoliko iteracija. [13]
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L e
Slika 15. Iteracije metode najbrzeg spusta (lijevo) i metode zrcalnog spusta (desno)

3.5. Metode Newtonovog tipa

Newtonova metoda jednodimenzionalne minimizacije je jedna od najCeSce
koriStenih metoda za odredivanje lokalnog minimuma derivabilne funkcije. Pretpostavljamo da
je x* € [a, b] jedinstvena to¢ka lokalnog minimuma funkcije f € C?[a, b]. Za poCetak izaberemo
Xo € (a,b) | na osnovni Taylorove formule funkciju f u okolini odabrane toCke x,

aproksimiramo kvadratnom funkcijom
ey () = £ (o) + (o) (x = %) +5 £/ (x0) (x — %)

Sliedec¢u aproksimaciju x; to€ke x* biramo tako da odredimo minimum kvadratne

funkcije k;

f'(x0)
xl = ‘xO - f”(x(:)) *

Ponavljajuéi taj postupak dobijemo niz x,, x4, ..., X, Koji je zadan rekurzivnom formulom

f' ()

Xn+1 = Xn _f//(x )
n

,n=20,1..

Definirani niz postepeno konvergira prema x*. Ova obi€na Newtonova metoda

minimizacije formalno se podudara s Newtonovom metodom tangenti za rjeSavanje jednadzbe
f'(x)=0.[3]
Sljedeci teoremi potvrduju prethodno navedene podatke.

Neka je S = [a, b] interval realnih brojeva i ¢: S — S. ToCku x € S takvu da je ¢(x) = x

zovemo €évrstom toékom od ¢.

Kontrakcijom se naziva preslikavanje ¢:S — S ako postoji pozitivni broj g < 1 za koji

za svake dvije toke x! i x? iz S vrijedi

lp(xD) — p(x?)| < qlxt — x2].
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Ako je ¢:S — S kontrakcijana S =[a,b] c Rix® € S, x**1 = ¢(x*) za k € N, postoji

jedinstvena Gvrsta tocka x, preslikavanja ¢ te niz {x*} konvergira u x, te

|xk+1 _ x*l < (@O x° —x,|,k=0,1,...

Neka funkcija f € C?(R™) zadovoljava uvjet
mlyll? < (f' )y, y) < Mllyll?, x,y,€ R" zaneke M >m >0
te neka se parametri duljine koraka «a, biraju iz uvjeta

fG) = f) < af '(xdpes = - }{((fci)) '

Slijedi da neovisno o izboru po¢etne aproksimacije iterativni proces
Xp+1 = Xk + axpr, k=0,1,..
konvergira prema jedinstvenoj tocki minimuma x*. Vrijedi ispod navedeni zapis. [10]
llxxk+1 — x7|| < agllxe —x*|| gdje ax > 0za k —» oo
Primjer 8.

Nacin funkcioniranja opisane metode prikazan je na slici 16. ispod za primjer funkcije
f(x) = x® — 3x — 3 s poetnom aproksimacijom x, = 2. Pomocu druge derivacije potvrdujemo
da je promatrana funkcija konveksna na intervalu (0, +o0). Taj podatak nam govori da minimum

funkcije postoji na pozitivnom dijelu osi x.

f"(x) =6x
f'"(x)=0, x=0

(—o0,0) (0, +0)
[0 - +
f(x) konkavna konveksna
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Newtonova metoda - jednodimenzionalna

-3z —3 .
f(x)= x0 |Toénost
D)
f'(x)= 3z° —3 2 0,0005
6x
f'(x)=
k Xy flxg) fxg) i
1 1,25| -4,796875 1,6875| FALSE
2 1,025 -4,998109| 0,151875( FALSE
3| 1,00030488 -5/ 0,00183| FALSE
4| 1,00000005 -5| 2,79E-07| FALSE
5 1 -5 0 TRUE

Slika 16. Primjer koristenja Newtonove metode - jednodimenzionalna minimizacija

Na grafu funkcije f(x) = x® — 3x — 3 prikazanom na slici 17. ispod potvrdujemo da je
rezultat metode ispravan, tj. da je minimum funkcije to¢ka s koordinatama M (1, —5). To dobro
oznacCava brzinu i efikasnost same metode. Tocka A na grafu oznagava pocetnu tocku, tj. toCku

iz prve iteracije metode, dok to¢ka M oznacava minimum pronaden u 5. iteraciji.

)

—4

Slika 17. Graficki prikaz funkcije iz primjera

Newtonova metoda viSedimenzionalne minimizacije

Opceniti oblik iterativnog procesa za traZenje lokalnog minimuma neprekidno

diferencijabilne funkcije f: R™ - R je
Xk+1 = Xk + APk, k= 0,1 e

Kao sto smo veé spomenuli x, je poCetna aproksimacija, p; vektor smjera kretanja od

toCke x; u to¢ku x;.,1, @ a; > 0 duljina koraka u smjeru vektora py,.
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Cilj je ostvariti kretanje od toCke x, do x;,,; tako da se vrijednost funkcije svakim
korakom smanjuje, tj. da bude f(xr4+1) < f(x,). Taj cilj osiguravamo tako da vektor
px izaberemo da bude Vf(xi, pr) < 0. Vec je poznato da je Vf (x;) gradijent funkcije f u tocki

xi. Ukoliko za funkciju f napiSemo Taylorovu formulu u okolini to¢ke x;,

1
fx) = flx) + (Viox —x,) + E(f”(xk +9(x —x))(x — x), x —x), 9 €(0,1)

I stavimo x = xj, + axpx Uz 0znaku x* = x;, + 9(x — x;) dobivamo

F G+ @) = £ + @ (Vfiopi) + % (F7 (cIppi), 0 € (01). (3]

Kao u i Newtonovoj metodi jednodimenzionalne minimizacije u okolini tocke x, funkciju

aproksimiramo kvadratnom funkcijom dobivenom iz Taylorove formule

1
Y(x) = f (o) + (VF (xo), x = x0) + 5 (" (x0) (x — %), x — x0).

Funkcija ¢ je strogo konveksna i njezin minimum postize se u tocki x; = x, —
[f'(xo)]"1Vf (x,) $to je zapravo sljedeca aproksimacija do koje smo dosli preko vektora smjera

kretanja.

Vektor smjera kretanja definiran je s p = —[f" (x0)]71Vf(x,) te definira smjer spusta

iz tocke x, jer zbog pozitivne definitnosti Hessijana f ispunjava dolje navedeni uvjet spusta
(Vf (x0),p) = (Vf (x0), —[f " (x)] 7' Vf (x0) = —(f" (x0)p,p) < 0. [3]
Tim postupom dolazimo do iterativhe metode
Xper = X = [ )] Vf (), k=01..

koja se naziva obicnom Newtonovom ili Newton-Raphsonovom metodom. Racunanje
inverzne matrice [f"(x;)]! izbjegava se tako da umjesto toga rjeSavamo sustav linearnih

jednadzbi. S obzirom na to iterativni postupak je definiran kao
Xx41 = Xk +Pr,  (px rjeSenje sustava)
f" Gidpe = =Vf (xx).-

Ako uzmemo u obzir da kretanje to¢ke x; u smjeru vektora p, donosi smanjenje
vrijednosti funkcije moZzemo uvesti duljinu koraka s €ime definiramo Newtonovu metodu s

regulacijom koraka

Xia1 = X — a[f" (o)) Vf (), k=01..

koju u implementaciji definiramo kao

Xg+1 = Xg + APk,
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"Gk = =V (xp).

Jedan od nacina definiranja duljine koraka je Goldstein-ov princip. [3]

Konvergencija Newtonove metode

Uz pretpostavku da je promatrana funkcija f:R™ - R dvostruko neprekidno

diferencijabilna i jako konveksna, tj.
mlyll> < (f"()y,y) < Mllyll’, M>m>0, Vx,y€R"
takva funkcija je ograniCena odozdo i posjeduje jedinstvenu to¢ku minimuma.

Takoder vrijedi

m 2 " -1 1 2 n
Wllyll < ([f" ] y,y)SEIIyII, M>m>0, , Vx,y€ER

iz ¢ega slijedi ocjena

m

(Vfiovr) = = (Vi [f " (0 )71V fi < —W”kaﬂz-

Ukoliko je funkcija f € C?(R™) dvostruko neprekidna i jako konveksna te se parametri

duljine koraka «a;, biraju prema Goldstein-ovom principu, ona konvergira prema jedinstvenoj

toCki minimuma x* superlinearnom brzinom
k41 = 271 < Agellxge — X7l
gdje 4, > 0zak - . [3]
Quasi-Newtonove metode

Kako problem minimizacije diferencijabilne funkcije R™ - R moZemo gledati kao

problem rieavanja jednadzbe
F(x) =0, F:R™ - R"
gdje je F(x) — f'(x), a F je zapravo Jacobijeva matrica funkcije f.

Ako je

F@) = (LG, o, () x = (g, e )T

Jacobijeva matrica sastoji se od parcijalnih derivacija funkcije f; kako je prikazano na
slici 18. Opcenito zakljuCujemo kako se sustav nelinearnih jednadzbi te problem minimizacije

funkcije viSe varijabli rjeSava iterativnim metodama. [3]
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dfy dfy df
(v 38 o )
ofy 9fr . . 9f
3, x; ox,

EADA Y

a."{'l dxs dxy

Slika 18. Jacobijeva matrica parcijalnih derivacija funkcije

Primjer 9.

Na primjeru konveksne funkcije f(x) = x2x3 — x;x3 — 1,x3 — x;x3 — 4 s poCetnom

toCkom x, = (1,1) provodimo Newtonovu metodu funkcije vise varijabli.

Na slici ispod vidimo Jacobijevu matricu parcijalnih derivacija ove funkcije te rezultate
koje dobijemo iteriranjem metode. UoCavamo da proces brzo konvergira do minimuma
funkcije. [14]

x%x% - xlxg -1

f(X):{ 3 3

X1 —x1x; — 4

xo = (1,1)

2x1x:‘; -~ \; 3x12.\‘% - 3,\'11'%
2
3x1 - t; —3.\'1.\'5
x[k] ﬂx[k])

(1.00000, 1.00000) (-1.00000,-4.00000)
(2.00000, 0.33333) (-0.92593, 3.92593)
(1.96192, 0.55253) (-0.68167, 3.22078)
(1.75067, 1.00719) ( 0.34273,-0.42320)
(1.74779, 0.92334) ( 0.02884,-0.03679)
(1.74762, 0.91481) ( 0.00027,-0.00035)
(1.74762, 0.91472) ( 0.00000, 0.00000)

~NO s WN - X

Slika 19. Rezultati Newtonove metode funkcije vise varijabli
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4. Zakljucak

Optimizacija ima Siroku primjenu u raznim stru¢nim podrucjima (mehanika, ekonomija,
operacijska istrazivanja). Tu uo€avamo i vaznost minimizacije te njezinih metoda za rieSavanje

svakodnevnih problema.

Tri skupine metoda minimizacije obradene u ovom radu su metode jednodimenzionalne
minimizacije, gradijentne metode i metode Newtonovog tipa. Korisne metode
jednodimenzionalne minimizacije su metoda polovljenja, metoda zlathog reza, metoda

parabole i Brentova metoda.

Sto se tige viSedimenzionalne minimizacije popularne su aproksimativne gradijentne
metode koje imaju cilj po¢etnom aproksimacijom rezultata do¢i do sljedeée aproksimacije te
tako iterativnim procesom do konaénog rezultata. Obradene gradijentne metode su metoda

najbrzeg spusta (unutar nje i metoda konstantnog spusta) te metoda zrcalnog spusta.

Jedne od najcesce koristenih metoda su metode Newtonovog tipa jednodimenzionalne

i viSedimenzionalne minimizacije koje odreduju lokalni minimum derivabilne funkcije.

U svrhu boljeg razumijevanja metoda prikazani su primjeri zadataka rijeSeni uz pomo¢
programskih alata poput Geogebre, MS Excel-a, raznih online kalkulatora te programskog
jezika Python.

Zakljuéno, svaka od odradenih metoda je dobra jer donosi ispravan rezultat, ali
efikasnost ovisi o tipu funkcije. Ne moze se odabrati najbolja metoda kad svaka bolje odgovara
odredenom tipu funkcije tako da bi najispravnije bilo odabrati najprikladniju metodu za bas tu

funkciju. Tako pridonosimo ucinkovitosti minimizacije.
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Prilog 1

U nastavku prilazem Python programski kod za metodu zlatnog reza koiji je opisan kroz rad.

Metoda zlatnog reza.py

A Metoda zlatnog reza.py - C\Users\Korisnik\Desktop\Metoda zlatnog reza.py (3.9.5)
File Edit Format Run Options Window Help

#Metoda zlatnog reza

#Unos koeficijenata odabrane kvadratne funkcije
import math
print ("Unos kvadratne funkcije™)
fjaa=float{input ("Unesite vodeci koeficijent kwvadratne funkcije a: "))
if fjaa <= 0:
print ("Unesena funkcija nije konveksna, nema minimum"™)
fjaa=float(input ("Unesite vodeéi koeficijent kvadratne funkcije a: “]ﬂ
fjab=float(input ("Unesite linearni koeficijent kvadratne funkcije b: "))
fjac=float {input {"Unesite slobodni koeficijent kvadratne funkcije c: "))

#Unos intervala i Zzeljene toénosti za provodenje metode
print ("Unos intervala™)

a=round (float (input ("Unesi a "}),5)
b=round(float(input("Unesi b "}),5)

print ("Zeljena to&nost")

e=float (input ("Unesite todnost "))

#Racunanje x1 i x2 prema formulama za omjer zlatnog reza
x1l=round (a+((3-math.sqgrt(5))/2)* (b-a),5)
x¥2=round(a+((math.sqrt(5)-1)/2)* (b-a),5)

i=0

$Ispis zaglavlija tablice za iteracijs metods

o o Tt "
print ("Broj iteracije",' ","{:<10}{:<10}{:<10}{:<10}{:<10}{:<10}".format('a"','b","x1", "x2", "fx1", "'fx2"))
print (" - - - - - - . - . - _ "y

#Provodenje metode (ispisuje podatke koje dobije u svakoj iteraciji)
while (x2-%1) >= e:
i+=1
fxl=round ((x1**2) *fjaa+xl*fjab+fjac,5)
fx2=round ((x2**2) *fjaa+x2*fjab+fjac,5)
print (' Ye"{:<103{:<10}{:<10}{:<10}{:<10}{:<10}{:<10}". format(i,a,b,x1,x2, £x1, £x2))
if fxl <= f=x2:
b=round (x2,5)
x2=round (x1, 5)
xl=round (a+b-x2,5)
else:
a=round (x1,5)
xl=round (%2, 5)
x2=round (a+b-x1,5)

#Kona¢ni rezultat
x=round( (x1+x2)/2,5)
y=round ( (fx1+£x2)/2,5)

print (" ")
print()

print ("KONACNI REZULTAT")

print ("MIN(", %, "', "'y, ") ")

print()

print ("Minimum zadane funkcije f(x)=",'(',fjaa,')’',"x~2 +",'(',£fjab,") "', "x +","(',fjac,"')"'," ima koordinate ",x," i ",y,".")
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