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Sazetak

U ovom radu su proucavani procesi grananja u diskretnom vremenu. Zapocinje se uvodenjem
jednostavnih procesa grananja te se na nekoliko primjera pokaze kada moze nastupiti izumira-
nje procesa. Zatim se formalno definiraju funkcije izvodnice vjerojatnosti i prezentira se njihova
korist prilikom rada s procesima izumiranja (na primjer, jednostavno se moze izraCunati vjero-
jatnost izumiranja za pojedini proces). Na kraju su objasnjeni uvjeti izumiranja, koji pomazu
odgovoriti na pitanje hoce li proces uopée izumrijeti i ako da, koje su Sanse za to.

Kljucéne rijeci: jednostavan proces grananja, funkcija izvodnica vjerojatnosti, markovljevi
lanci, vjerojatnost izumiranja, uvjeti izumiranja
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1. Uvod

U devetnaestom stoljeCu se prvi puta pojavio problem izumiranja prezimena. U vikto-
rijanskoj Engleskoj su se plemicke obitelji "zabrinule" koliko ¢e generacija njihovo prezime jos
prezivjeti. Na taj je poticaj Francis Galton postavio matematicko pitanje o distribuciji prezimena
u idealiziranoj populaciji, na koje mu je velecasni Henry William Watson odgovorio jednim rje-
Senjem, te su zajedno napisali rad na tu temu.

U ovom radu Ce biti objasnjeno kako se ponaSaju procesi grananja u diskrethom vre-
menu. Procesi grananja pripadaju slucajnim procesima kojima je glavna karakteristika njihova
nasumicnost i beskonacnost. Takoder je vazno napomenuti da su procesi grananja dio Mar-
kovljevih lanaca kod kojih je glavno obiljezje da svako sljedeée stanje nekog procesa ne ovisi
niti o jednom proSlom stanju istog, ve¢ o trenutnom stanju u kojem se taj proces nalazi.

U nastavku ¢ée biti navedeno nekoliko primjera koji ¢e nam pokazati kako i neke od
svakodnevnih zivotnih pojava mozemo modelirati procesom grananja.

Primjer 1.1. Dijeljenje sadrzaja na druStvenim mrezama

Pretpostavimo da se na Instagramu pojavi nova zanimljiva objava koja se iz nekog raz-
loga dojmi korisnicima i oni je krenu dijeliti svojim prijateljima. Dok tu objavu Saljemo samo
najblizima, uzmimo u obzir da svatko poSalje objavu nekolicini prijatelja. Svaka osoba koja
je primila poruku posSalje istu poruku dalje nasumi¢nom broju drugih prijatelja i tako dalje, Sto
mozemo predoditi procesom grananja.

Primjer 1.2. Sirenje kompjutorskog virusa

Sve pocinje od jednog kompjutora koji poSalje nezeljeni email nasumi¢nom broju racu-
nala. Ako postoji bilo kakva interakcija sa tim emailom na zarazenom ra¢unalu, on se Salje dalje
nasumi¢nom broju drugih raCunala i tako dalje. To se isto moZe modelirati procesom grananja.

Primjer 1.3. Sirenje glasina

Dok neki ljudi glasine ni ne dozivljavaju, drugi pak jedva ¢ekaju da ¢uju nesto "socno".
Ti ljudi jednako uzivaju i u Sirenju istih. Uzmimo za primjer da jedna osoba zapoc¢ne glasinu
i sa jednakom vjerojatnoséu ju prosiri prema 0, 1, 2 ili 3 Covjeka, koji tu glasinu jo$ nisu Culi.
Svaki od tih pojedinaca po istom principu prosiruje tu glasinu dalje. Na taj se nacin stvara jedan
proces grananja. Preuzeto sa [1].

Primjer 1.4. Sirenje $umskog pozara

Znamo da do Sumskog pozara moze doéi sponatanim putem (na primjer od topline
sunca), ali i namjerno (od ljudske ruke). Opce je poznato da je jako vazno suzbiti pozar ¢im
prije. Uzmimo na primjer da se zapali jedno drvo u Sumi. Ono ima razliCite vjerojatnosti da
zapali dodatnih 0, 1, 2 ili 3 drva koja ga okruzuju, ovisno o raznim Cimbenicima(vjetar, na-
gib Sumskog terena i sl.). Te vjerojatnosti su iste za svako novozapaljeno drvo i na taj nacin
mozemo dobiti jedan "nezZeljeni" proces grananja koji dolazi iz prirode. Preuzeto sa [2].

Primjer 1.5. Dioba stanica



Iz biologije je poznato da se stanice umnozavaju diobom. To znaci da jedna stanica
moze proizvesti jo$ jednu novu stanicu. Nije moguce da prilikom jedne diobe stanice nastanu
vide od dvije nove. Dakle, tu dolazi do jedne pojave, gdje je uvjet da se stanica umnozi na dvije
ili izumre prije toga, koja se takoder moze modelirati procesom grananja. Preuzeto sa [3].



2. Metode i tehnike rada

Kod izrade ovog rada najviSe je bila koriStena matematicka stru¢na i popularna litera-
tura. Kako se radi o matematickoj temi iz podrucja vjerojatnosti, alat koji je bio koristen za
dokazivanje pojedinih pretpostavki su bile funkcije izvodnice vjerojatnosti. Radi boljeg vizual-
nog prikaza teorijskog dijela, koristen je RStudio za izradu interaktivne aplikacije koja simulira
jednostavan proces grananja kod kojeg mozemo utjecati na duljinu trajanja procesa te broj
simulacija koje ¢e se izvrsiti.



3. Razrada teme

3.1. Jednostavan proces grananja

Kako mu samo ime govori, radi se 0 procesu koji modelira grananje odredene popula-
cije. U svrhu primjera uzet éemo razmnozavanje gljiva. Znamo da gljive otpustaju spore kako
bi se razmnozile. U tom procesu, od svake pojedine gljive, moze nastati jedan ili viSe potomaka
koji su iste vrste kao i roditelj. Takoder je moguce da gljiva odumre bez novonastalog potomka.
Taj proces se ponavlja za svakog potomka dok sve jedinke ne odumru bez razmnoZzavanja.
Tada kazemo da su jedinke izumrle.

U matematiCkom smislu to mozemo prikazati na sljedeéi na¢in. Uzmimo da nam X}
predstavlja broj zivih jedinki u generaciji k. Uvijek ¢emo definirati da je Xy = 1, §to ¢e nam
znaciti da svaka populacija koju analiziramo pocinje od jedne jedinke. Takoder ¢emo u svakom
primjeru imati zasebnu distribuciju potomaka koju ¢emo oznacavati na sljedec¢i nacin:

{p07p17p27 .. }

U ovom slucaju, p; predstavlja vjerojatnost da roditelj ima toc¢no i djece. Zbroj svih
vjerojatnosti mora biti 1, Sto mozemo prikazati ovim izrazom:

oo
Zpk =L
k=0

Svaka nova jedinka nastala na ovaj nacin ima istu distribuciju potomaka kao i njezin
roditelj. Ujedno ne postoji poveznica izmedu jedinki kod razmnozavanja, $to znaci da se svaka
gljiva razmnozava neovisno o drugima.

Kao §to smo ve¢ ranije spomenuli, taj proces se ponavlja dok sve jedinke ne odumru, to jest
dok ne dode do izumiranja. To prikazujemo sa p. koji nam govori koja je vjerojatnost da proces
ikada izumre.

U uvodu smo spomenuli da su procesi grananja dio Markovljevih lanaca. To znali da kada
Zelimo saznati to€an broj potomaka X; u nekom vremenu ¢, nije nam bitno, niti nam Koristi niSta
osim broja potomaka X; 1 uvremenu ¢ — 1.

3.1.1. Primjeri

1. Zapocet ¢emo jednim jednostavnim primjerom. Recimo da imamo py = 1 (uz uvjet da
p; = 0za i > 1). U ovom slu¢aju imamo jednu jedinku na pocetku, a vjerojatnost da ona
stvori to¢no 0 novih jedinki je jednaka 1 (to jest 100% ), tako da veé u prvom koraku jedina
jedinka odumire i dolazi do izumiranja.

2. Slijedi jedan malo slozeniji primjer da vidimo Sto se dogodi kada proces uspije prezivjeti
dalje od prvog koraka. Sada ¢emo pretpostaviti da su po = 1/100 i p; = 99/100 (uz
uvjet p;, = 0 za i > 2). Drugim rijeCima, dogoditi ¢e se jedan od dva sluc¢aja. U prvom
slu€aju, jedinka proizvodi samo jednog potomka sa vjerojatno$¢u 0.99, dok u drugom



sluCaju ta ista jedinka odumire sa vjerojatno$¢u 0.01 bez ostavljanja potomaka. Uz ovakve
uvjete, proces moze prezivjeti neko vrijeme, ipak je vjerojatnost da proces prezivi do n-te
generacije jednaka (%90)”, posto bi se proces trebao nastavljati uspjesno sa vjerojatno$cu
19—090 kroz n generacija. Kako se n povecCava, tako se i vjerojatnost prezivljavanja smanjuje,

stoga je vjerojatnost izumiranja i ovog procesa jednaka 1.

3. Jo$ ¢emo pokazati jedan malo sloZeniji primjer. Ovdje imamo da su py = %, p1 = 3
i pp =  uz uvjet p; = 0zai > 3. Ovo je najslozeniji primjer do sada jer imamo 3
razli¢ita moguca ishoda. Proces moze odumrijeti sa vjerojatnoS¢u 1/4, moze imati jednog
potomka sa vjerojatno8¢u 1/2, ali moze imati i dva potomka sa vjerojatno$¢u 1/4. Tu
nam je vec teze predvidjeti kako ¢e se proces ponasati na duge staze, no zato mozemo
simulirati ponasanje 500 pojedinacnih procesa, uz trajanje od 50 vremenskih perioda. lako
je veéina procesa izumrla, mozemo primjetiti da su mnogi opstali i nakon 50 vremenskih
perioda, te pojedini imaju €ak i viSe od 40 ¢lanova populacije, kao $to je vidljivo na slici 1.

Jednostavan proces grananja

401

[£%]
=
1

velifina populacije
Mo
=
1

—
=
1

Slika 1: Graf simuliranih procesa grananja

U nastavku Ce biti predstavljen okvir za racunanje vjerojatnosti izumiranja ovakvih pro-
cesa. Kako bi to bilo moguce, potrebno je najprije uvesti funkcije izvodnice.



3.2. Funkcije izvodnice

Funkcije izvodnice nam sluze kao alat kada pricamo o procesima grananja, jer omo-
gucuju analizu i proucavanje razliCitih svojstava tih procesa. One nam izmedu ostalog mogu
pomoci u opisivanju distribucije broja potomaka pojedinog ¢vora. Pomocu njih mozemo izracu-
nati oCekivani broj potomaka te analizirati vjerojatnost izumiranja procesa. Mi nikada necemo
moci sa sto postotnom sigurno$c¢u odrediti kada ¢ée pojedini proces izumrijeti, stoga mozemo
jos reci da su funkcije izvodnice vjerojatnosti zapravo jedan statisticki alat koji nam pomaze da
lakSe izraCunamo vjerojatnosti izumiranja procesa.

Prema [4] definicija funkcije izvodnice vjerojatnosti (u oznaci II) je:

IIx(s) = ZP(X = k)s* = Zpk L
k=0

k=0

Odnosno, ako raspiSemo sumu:
IIx(s) = P(X =0)s+ P(X =1)s' + P(X =2)s> + P(X = 3)s> + ...

Ovakav zapis mozemo iskoristiti za daljnje istrazivanje. Ako u dobiveni izraz umjesto s uvrstimo
0, lako mozemo dobiti vjerojatnost da X poprimi vrijednost 0, to jest da poCetna jedinka nema
potomaka.

Iy (0) = iP(X = k)0o*
k=0

= P(X =0)0"+ P(X =1)0' 4+ P(X =2)0° + P(X =3)0° +...
= P(X =0)

Kako znamo da nula na svaku potenciju iznosi 0, osim kada je u pitanju potenciranje sa
nulom, tada iznosi 1. Zato nije potrebno niti raspisivati cijelu sumu jer je samo prvi ¢lan razliciti
od 0, stoga dobivamo da je vjerojatnost da X poprimi vrijednost 0 jednaka I1x (0). Ovaj princip
nam takoder moze posluziti za provjeravanje da li neka funkcija moze biti funkcija izvodnica
vjerojatnosti (jednostavno izracunamo vrijednost funkcije u 0 i moramo dobiti P(X = 0)).

Sada ¢emo ponovo uzeti izraz od maloprije
Ix(s) = P(X =0)s°+ P(X =1)s' + P(X =2)s* + P(X = 3)s + ...

i ovaj put ¢emo vidjeti kako dobiti vjerojatnost da X poprimi vrijednost 1, koriste¢i spomenuti
izraz od malo prije. Deriviramo cijeli izraz i dobijemo:

My(s)=P(X =1)+2s-P(X =2)+3s>- P(X =3) + ...

Ako sada u ovaj izraz umjesto s uvrstimo 0, dobit ¢emo rezultat koji nam govori koja je vjerojat-



nost da X poprimi vrijednost 1.
Iy (s) = P(X =1).

Sada ve¢ pocinjemo primjecivati na koji se nacin funkcije izvodnice vjerojatnosti ponasaju, tako
da ih mozemo upotrijebiti kao koristan alat. No, da budemo skroz sigurni, napraviti ¢emo jo$
jednu derivaciju zadnjeg izraza.

% (s) =2P(X =2) +65- P(X =3) + ...
Zatim u taj novi izraz uvrstimo 0 tako da dobijemo
1% (0) = 2P(X = 2).

Dijeljenjem s 2 imamo konacan izraz koji raCuna vjerojatnost da X poprimi vrijednost 2

_I%(0)

P(X =2) = =%

(3.1)

Nakon prve i druge derivacije nase pocetne funkcije, mozemo primjetiti kako se funkcija
mijenja, te pretpostaviti kako ¢e ona izgledati za svaku sljedecu derivaciju. Po$to broj potomaka
za koji trazimo vjerojatnost moze biti u rasponu od 0 do oo, nebi imalo smisla beskonacno puta
derivirati funkciju jer bi to moglo potrajati. Stoga na temelju dosadasnjih derivacija dolazimo do
izraza za univerzalnu formulu koja ée nam posluziti da dobijemo vjerojatnost za bilo koji X koji
je u skupu prirodnih brojeva, uklju¢ujuéi i 0. Ona se moze i jednostavno dokazati. Krenimo od
izraza: -

Mx(s)=> P(X =k)s".
k=0

k-ta derivacija gornjeg izraza izgleda ovako:
1 (s) = Y P(X = k)k(k — 1)(k — 2)...(1) = kIP(X = k).
k=k

Sada umjesto s uvrstimo 0 da dobijemo:
Y (0) = kP(X = k).
| iz tog izraza dobijemo finalnu formulu:

I x (0)*)

k! '
Potrebno je napomenuti da (k) (koji moze poprimiti bilo koju vrijednost iz skupa prirodnih bro-
jeva) u brojniku predstavlja k-tu derivaciju.

P(X =k) = (3.2)

Sada kada smo dobili univerzalnu formulu, mozemo s lako¢om izra¢unati vjerojatnost
za bilo koji X. Ve¢ smo pokazali §to se dogodi kada uvrstimo 0 u formulu, ali jedan isto tako
zanimljiv i bitan sluc€aj je uvrstavanje broja 1 u istu tu formulu.



My(1)=P(X=0)1"+P(X =D1'+ P(X =2)1> + P(X =3)1° +...
=P(X=0+PX=1)+P(X=2)+P(X=3)+...
=1

Kako znamo da ¢e 1 na bilo koju potenciju uvijek ostati 1 i da zbroj vjerojatnosti svih mo-
gucih ishoda mora dati 1, vrijedi IIx (1) = 1. Uz rezultat koji smo ve¢ imali (IIx (0) = P(X = 0)),
ovim rezultatom mozZemo takoder provijeriti da li neka funkcija moze biti funkcija izvodnica. Uvr-
stimo broj 1 u bilo koju funkciju za koju sumnjamo da bi mogla biti funkcija izvodnica vjerojatnosti
i ako kao rezultat ne dobijemo 1, odbacujemo pretpostavku da se radi o funkciji izvodnici, vidi

[5].

3.2.1. Primjeri izracuna funkcija izvodnica

+ Sada kada smo ustanovili bitne znacajke, mozemo ih primijeniti na konkretnom primjeru.
Za pocetak ¢emo iskoristiti Bernoulijevu distribuciju, zato $to je ona temeljna i jednos-
tavna distribucija koja igra klju¢nu ulogu u Teoriji vierojatnosti. Njena karakteristika je da
se bavi binarnim eksperimentima, te kao rezultat mozemo ocekivati samo 0 ili 1 (npr. us-
pjeh/neuspjeh). Dakle za X ¢emo uzeti Bernoulijevu slu¢ajnu varijablu. Pripadnu funkciju
izvodnicu dobivamo uvrStavanjem u formulu iz definicije:

IIx(s) = P(X = 0)s" + P(X =1)s’
=(1—-p) +p-s.

Kao §to smo malo prije spomenuli, karakteristika Bernoulijeve sluCajne varijable je ta da
su njezini ishodi zapravo vjerojatnosti da X poprimi vrijednost 1 ili 0. Kada smo to zapi-
sali u matematickom smislu, lako smo dobili funkciju izvodnicu za Bernoulijevu sluc¢ajnu
varijablu koja glasi (1 — p) + p - s. Nadalje, ako Zelimo napraviti provjeru uvrstavanjem
0 i 1, rezultat bi nam trebao odgovoriti na pitanje moze li dobivena funkcija biti funkcija
izvodnica.



Kako su nam rezultati uvrStavanja isti kao i u primjeru s pocetka, to jest kada uvrstimo 0
umjesto s dobijemo koja ¢e biti vjerojatnost da X poprimi vrijednost 0. Uz to kada uvrstimo
broj 1 umjesto s, kao rezultat dobijemo upravo broj 1. Oba dva uvjeta su ispunjena, stoga
sa sigurno$¢u mozemo reci da dobivena funkcija moze biti funkcija izvodnica.

Sada kada smo na jednostavnijim primjerima pokazali osnovne karakteristike i ponasanja
funkcija izvodnica, vrijeme je da pokusamo napraviti isto sa nekim malo slozenijim primje-
rima. Do sada smo uzimali po jednu funkciju i racunali njezinu funkciju izvodnicu, a sada
¢emo po prvi puta to isto pokus$ati napraviti za dvije nezavisne funkcije. U ovom éemo pri-
mjeru uzeti da su dvije nezavisne varijable koje koristimo Y i Z. W &e predstavljati zbroj
tih dviju varijabli W = Y + Z. Sljedeci korak nam je odrediti funkciju izvodnicu vjerojatnosti
od W. Zatim ¢emo u nju uvrstiti Z 4+ Y, te ¢emo dobiti izraz koji izgleda ovako:

I, (s) = BE(s") = B(s¥ %) = B(s¥ 7).

No, kao §to smo malo prije spomenuli, slu¢ajne varijable Y i Z su nezavisne, tako da
prethodni izraz jo§ mozemo zapisati i ovako:

E(s¥s?) = E(s¥)E(s%).

Kako bi lakSe razumijeli na koji nacin smo dobili izraz sa desne strane jednakosti, proSiriti
¢emo E(sY s%).

E(s¥sZ) = Z Z sYs* f(y, z).
y=0 2=0
Izraz koji smo dobili sada mozemo lakSe objasniti dio po dio. Funkcija f(y, z) je zajednicka
funkcija gusto¢e od Y i Z. Kako znamo da su Y i Z nezavisne slucajne varijable, dovoljno
je pomnoziti funkcije gustoce tih dviju varijabli kako bi dobili zajedni¢ku funkciju: f(y, z) =
f(y)f(z). Kada to uvrstimo u gornji izraz, te ga sredimo, mozemo jasno vidjeti kako smo
dosli do jednadzbe E(sYs?) = E(sY)E(s%).

=> > s f(y)f(2)

y=0 2=0
= (Z Syf(y)) - (Z Szf(2)>
y=0 2=0
= E(sY)E(s%)

Slijede¢i ove korake smo se opet vratili na pocetni izraz E(sY s?) = E(s¥)E(s%) i s time
smo zaklju€ili da mozemo lako dobiti funkciju izvodnicu vjerojatnosti sume nekih slucaj-
nih varijabli, tako da pomnozimo zasebne funkcije izvodnice tih istih varijabli. Time smo
dobili nedto Sto mozZzemo primijeniti na binomnoj distribuciji X ~ Binom(n, p) koja je za-
pravo suma Bernoulijevih distribucija, a posto smo za nju ve¢ dosli do funkcije izvodnice,
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mozemo lako zakljuciti sljedece:
Ix(s)=01—-p+p-s)"
Na brzinu ¢emo provijeriti ispravnost ove funkcije izvodnice uvrstavanjem 0 i 1.

Ix(0)=(1-p+p-0)"
={1-p"
= P(X =0)

Pokazali smo da je i ovo funkcija izvodnica vjerojatnosti jer ispunjava dva nuzna uvjeta.

» Kao $to je navedeno u [5], funkcijama izvodnicama vjerojatnosti nije jedino svojstvo da
nam olak$avaju racunanje vjerojatnosti. Pogledati ¢emo za $to nam funkcije izvodnice
jo§ mogu posluziti, ako ponovo uzmemo u obzir njihove derivacije. Prva derivacija nase
funkcije izgleda ovako:

Kao §to vidimo u ovom slucaju nismo dobili vjerojatnost kao rezultat, nego matematicko
oCekivanje.

Derivirajmo jo$ jednom dobiveni izraz za prvu derivaciju i pogledajmo $to éemo dobiti:
Ix(s)" = B(X(X —1)-5"72).
Ponovo izracunajmo vrijednost funkcije u 1 kao i malo prije. Dobivamo ovakav izraz:
IIx(1)" = E(X? - X) = BE(X?) — E(X).

Sto znagdi razlika drugog i prvog momenta. Kada spojimo ova dva dobivena rezultata,
dolazimo do sljedec¢eg izraza:

B(X?) =TIy (1) + Ox(1)".
S druge strane, znamo da se varijanca racuna po formuli:
Var(X) = BE(X?) — (B(X))%

10



Uvrstimo rezultata vezan uz prvu i drugu derivaciju te na taj nac¢in dobivamo jo$ jedan na-
¢in izracuna varijance slucajne varijable pomocu funkcija izvodnica, kao $to je prikazano
u nastavku:

Var(X) =y (1) + Hx (1) — (Ix(1))2
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3.3. Vjerojatnosti izumiranja

Sada kada smo vidjeli kako koristiti funkcije izvodnice vjerojatnosti, to znanje mozemo
iskoristiti za ono najbitnije u cijeloj ovoj pri€i, a to je raCunanje vjerojatnosti izumiranja nekog
procesa grananja. Za pocCetak ¢éemo odrediti funkciju izvodnicu vjerojatnosti za jednu sluc¢ajnu
sumu slucajnih varijabli. Mozda je ime malo zbunjujuce, ali ¢e sve biti jasnije uskoro. Ovo
¢e nam biti korisno za procese grananja, gdje je sveukupan broj potomaka jedne generacije
zapravo "sluCajna suma slucajnih varijabli"(koristimo izraz "slu¢ajna suma" zato jer ovisi o broju
¢lanova te generacije). Uzmimo na primjerdaje X = Y; +Yo+Y3+---+ Yy, gdje Y predstavlja
generiCku slu€ajnu varijablu, a Y;, i« = 1,2,... su nezavisne, jednako distribuirane slucajne
varijable kao i Y. Y moze poprimiti bilo koju vrijendost iz skupa 0, 1,2, . ... Slu¢ajna varijabla N
predstavlja slu¢ajni broj pribrojnika u sumi i nezavisna je od svih ranije spomenutih varijabli.

Sada ¢emo odrediti funkciju izvodnicu vjerojatnosti za X. Prisjetimo se definicije:

Mx(s) = E(s*) =Y P(X =k)s".
k=0

Primijetimo da se pojavila nova komponenta koja je slu€ajna, a vrlo je bitna. To je N i
potrebna nam je kako bi znali koliko Y-a sadrzi na$ X c¢iju funkciju izvodnicu (ali i distribuciju)
bi htjeli dobiti. Uvjetovanjem na N i koriStenjem svojstva uvjetne vjerojatnosti dobivamo:

- i iP(X = k|N =n)P(N = n)s".

n=0 k=0

Kako je P(IN = n) nezavisan od X, gornju sumu mozemo zapisati kao:

= ip(zv =n) iP(X = k|IN =n)s".

n=0 k=0

MoZemo uoCiti kako je izraz Y 32, P(X = k|N = n)s* zapravo funkcija izvodnica vjerojatnosti
od X uvjetovana sa N = n. Problem slu¢ajne sume smo sveli na X koji je sada zapravo suma
n slu€ajnih varijabli Y, posto je (N = n) fiksan uvjet. Dakle, sada zapravo trazimo funkciju
izvodnicu vjerojatnosti varijable X koja predstavlja zbroj svih nezavisnih slu¢ajnih varijabli Y7 +
Y, + Ys + ... +Y,. Kako smo vidjeli ranije, funkcija izvodnica vjerojatnosti X je produkt funkcija
izvodnica vjerojatnosti Y varijabli (jer su sve medusobno nezavisne i jednako distribuirane pa
njinove funkcije izvodnice vjerojatnosti imaju isti oblik). MoZzemo pisati:

= P(N =n)(Iy(s))".
n=0

Ako ovu funkciju usporedimo sa funkcijom izvodnicom vjerojatnosti varijable N, vidjet cemo da
se na mjestu s-a zapravo nalazi izraz (Ily (s)). Iz toga mozemo zakljuciti da funkcija izvodnica
vjerojatnosti od X izgleda ovako:

Iy (ITy (s)).
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Drugim rijecima, dobili smo da je funkcija izvodnica vjerojatnosti od X zapravo kompozicija
funkcije izvodnice vjerojatnosti od Y i funkcije izvodnice vjerojatnosti od N, §to je prikazano u
[5]. UzevSiuobzirdaje X =Y + Yo + Y3+ ... + Yy, pricemusuY;, i = 1,...,n jednako
distribuirane kao Y i N je slu€ajna varijabla koja moze poprimiti vrijednosti iz skupa prirodnih
brojeva, imamo:

IIx(s) =My (IIy(s)).

Sada ¢emo vidjeti na koji naCin nam ovaj rezultat moze biti od koristi kod vjerojatnosti izumiranja
u procesima grananja. Nas proces grananja mozemo zapisati na sljedeéi nacin:

Xe=Yi  1+Yo 1 +Y3 1+ +Yx, -1

U ovom slu€aju, X; nam predstavlja veliinu populacije u vremenu ¢, a Y;;—1 nam daje broj
potomaka koji su potekli od i-tog ¢lana populacije u vremenu ¢ — 1 (ukupan zbroj ovih potomaka
¢ini populaciju u trenutku t). Sveukupno imamo X;_; tih Y uvjeta, zato $to u vremenu ¢ — 1
postoji X;_; Clanova poulacije.

Posto imamo da je X; zapravo suma sluc¢ajnog broja X;_; slu€ajnih varijabli, te kada
uvazimo rezultat koji smo ve¢ spomenuli, dobijemo da je funkcija izvodnica vjerojatnosti od X,
jednaka:

IIx, (s) = Hx,_, (Ix,(s))-

Tu smo upotrijebili izraz Iy, (s), koji je ujedno i funkcija izvodnica prve jedinke u populaciji, zato
jer je to funkcija izvodnica svih nasih Y-a. Svaki Y, neovisno i istom distribucijom kao i poCetna
jedinka, generira svoje potomke.

Sada mozemo iskoristiti formulu od maloprije da dodemo do funkcije izvodnice vjerojat-
nosti za X;_; kako smo radili i do sada.

Ix,_, (s) = Ix,_, (TLx,(s))
| sada ako to uvrstimo u izraz za 1Ty, (s) kako smo gore naveli, dobijemo:
IIx, (s) = IIx,_, (ILx, (ILx, (5)))-
Te ako nastavimo na taj nacin, dobijemo ovakav izraz
Iy, (s) = x,(IIx,(...ITx,(s)...))-

u kojem nam ¢ govori koliko puta se izraz Iy, pojavljuje na desnoj strani.

Sada kada smo ustanovili funkciju izvodnicu vjerojatnosti od procesa grananja X;, mo-
Zzemo iskoristiti sakupljene informacije da dobijemo p., to jest vjerojatnost da populacija izumre
koja se definira kao:

pe = lim Ilx, (0).

n—o0
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Za to Ce nam trebati dvije klju¢ne stavke:

1. Prisjetimo se da IIx, (0) = P(X,, = 0) (ako u funkciju izvodnicu vjerojatnosti od X, koju
smo prethodno naveli, uvrstimo 0, dobiti é¢emo P(X = 0)).

2. Uz to nam treba izraz do kojega smo malo prije dosli
IIx, (s) = ILx, (ILx, (- Ix, (s)--.)),

a on nam zapravo implicitno govori da je

HXn+1 (0) = HXO (HXn (O))

Zapravo smo tu samo dodali jos jednom ovaj dio 11y, da bi od IIx,, (0) dobili IIx, ., (0).

Sada kada smo ustanovili te dvije stavke koje su nam trebale za nastavak, mozemo
zapoceti "lanac jednakosti" kojim dolazimo do na$eg rjeSenja:

pe = lim IIx, (0).

n—o0

Za ovo nam je potrebna stavka 1.

lim T, (0) = lim Tlx, ,(0)

n—o0 n—oo

Posto u ovom sluc¢aju n — oo, svejedno je da li je indeks n ilin + 1.

lim HXn+1(O) = lim HXO(HXH(O))‘

n—oo n—oo

Sada nam je potrebna stavka 2.
lim Ty, (ITx,, (0)) = L, ( lim Ty, (0)).

Ovo smijemo napraviti jer je IIx,, u procesima s kojim radimo, kontinuirana funkcija. To znaci
da nema prekida na cijeloj svojoj domeni. Ako sada uvrstimo rezultate iz 1., dobivamo:

M, (lim Tx, (0)) = T, (pe).

| kada uzmemo rezultate s dva kraja lanca jednakosti, imamo:

pe = HXO (pe)

Ovaj izraz nam zapravo govori da je vjerojatnost izumiranja p. jednaka funkciji izvodnici vjero-
jatnosti distribucije potomaka, Ilx,, koristei p. kao ulaznu varijablu. Drugim rijeCima, pronasili
smo laki nacin za izraCun vjerojatnosti izumiranja koristenjem funkcije izvodnice vjerojatnosti.

Nakon §to smo dosli do ovog zakljuCka, vrijeme je da ga potkrijepimo s nekoliko pri-
mjera koji ¢e nam pomodéi da ga lakSe shvatimo. Prije toga ¢emo prezentirati jo§ neke korisne
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pomocne rezultate. Mozemo reéi da je p., koji predstavlja vijerojatnost i stoga moze poprimiti
samo vrijednosti izmedu 0 i 1, zapravo najmanije rieSenje jednadzbe (kako je navedeno u [5]):

w = on(w).

Dakle, ne moze postojati niti jedna druga vjerojatnost koja bi bila ispravno rjeSenje za gornji
izraz, a uz to da je i manja od p.. Ovo se moze i dokazati. Recimo da je k neka druga varijabla
razliCita od w, kojoj je pridruzena vrijednost izmedu 0 i 1, takoder rjieSenje za nasu jednadzbu.
Imamo:

k=1lx, (k).

Iz prijasnje definicije znamo da je Ilx,, rastuca funkcija, stoga moramo imati
Tx, (0) < Thx, (k) = k.

Znamo ovaj prvi dio Iy, gy < IlLx,) zbog toga Sto je po definiciji 0 < k i nejednakost ostaje
ista djelovanjem rastuée funkcije. Takoder znamo da je IIx,(k) = k po pretpostavci. MoZzemo
nastaviti u ovom smijeru, dodajuci Ilx, na obje strane nejednakosti, pri Cemu se k£ ne mijen;ja,
ali dobijemo:

Ty, (Ix, (... x, (0)...) < k.

Ako iskoristimo znanje o I x,, (0) = I1x, (IIx, (... IIx,(0)...)) od prije, dobijemo:
IIx, (0) < k.
Uzimanjem limesa kada n — oo, dobijemo:

n—o0

Kada se jos uz sve to prisjetimo 1. odozgo koji glasi lim,,—,oc Iy, () = pe, gornju nejednakost
mozemo jednostavnije zapisati:
Pe < k.

Cime smo pokazali da je p. stvarno najmanje riesenje za:
w = HXo (w)
Ovaj podatak ¢e nam biti jako koristan kada dobijemo vise od jednog rjeSenja, jer nam govori

da trebamo uzmeti samo najmanije rieSenje kao to¢nu vjerojatnost izumiranja.

Sada kada smo to ustanovili, vrijeme je da isto pokazemo na konkretnim primjerima.
Kako smo na pocetku imali jedan dobar primjer (Primjer 3.), iskoristiti Cemo ga ponovo.

3.po=1 pi=1i p=1 (andp;=0fori>3).
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Racunajuéi funkciju izvodnicu vjerojatnosti za taj proces, dobivamo sljedece:

BE(s{) = My, (s ZP Xo=1)s
1 +_s +_32
42" 4

Ovdje ¢e nam posluziti programski jezik R kako bi dobili nultoCke gornje jednadzbe:

- kvad_jednadzba <- function(a, b, ) {

+ poz_korijen =- (-b + sgrt((b A~ 2) -4 ®* a * c)) / (2 * a)
+ neg_korijen =- (-b - sgrt{(b ~ 2) - 4 = a * ¢33 /7 (2 * a)
+ print{poz_korijen)}; print{neg_korijen)
+

kxad _jednadzbail / 4, -1 / 2, 1 / 4)
[l] 1
[1] 1

Slika 2: Rezultati kvadratne jednadzbe u R-u

Kako smo dosli do zakljucka da kada imamo viSe od jednog rezultata, uvijek je to¢an
onaj najmaniji, a to je u ovom sluc€aju p. = 1. To znaci da ¢e ovaj proces definitivno izumrijeti. U
nastavku ¢emo analizirati proces grananja s malo opéenitijom strukturom.

4. Mogli smo primijetiti da je distribucija potomaka procesa iz proslog primjera jednaka
Bin(2, %). Sada ¢emo vidjeti mozemo li pronaci opcenito rjeSenje za proces sa distribucijom
potomaka koja glasi Bin(2, p). To jest mijenja li se i kako vjerojatnost izumiranja ako mijenjamo
p(vjerojatnost uspjeha).

Prisjetimo se da smo ve¢ izraCunali funkciju izvodnicu vjerojatnosti za slu¢ajnu varijablu
Bin(n, p), stoga ¢emo taj rezultat sada iskoristiti.

xy(s) = (1—p+p-s)°

Uzimajuci u obzir rezultat od prije koji smo dobili za racunanje p., te da je ¢ = 1 — p, mozemo
zapisati:

Ix,(pe) = (¢ + P Pe)* = Pe.
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Ako tu jednadzbu idemo rijeSiti, dobiti c¢emo:

@* + p*p? + 2qppe = pe
p*p2 + (2gp — D)pe + ¢° = 0.

Umetanjem u kvadratnu jednadZzbu to izgleda ovako:

1—2gp + /(1 — 2qp)? — 4¢*p?
2p? )

Te ako prosirimo izraz /(1 — 2gp)? — 442p? dobiti ¢emo

VAGRP? + 1 — dqp — 4g%p* = /1 — 4qp.
Tako da mozemo izraz odozgo zapisati i krace:

1—2qp++/1—4qp
2p? ’

Te ako ovom novom izrazu umjesto ¢ uvrstimo (1 — p), to e izgledati ovako:

1-2(1-pp+/1—-4(1-p)p
2

2p
1—2p+2p% £ /1 —4p + 4p?
2p? '

lzraz 1 — 4p + 4p? moZemo faktorizirati kako bi dobili (2p — 1)? §to znadi da je \/1 — 4p + 4p? =
(2p — 1). Umetanjem faktoriziranog izraza u prija$nju jednadzbu, imamo:

1—2p+2p2£(2p—1)
2p? '

Sljedeci korak je razdvoijiti taj izraz na dva, prvo ¢emo zapisati izraz gdje imamo +:

1—2p+2p2+(2p—1)
2p?
2p?
T y?
= 1.

A zatim izraz gdje imamo -:

1-2p—2p*—(2p—1)
2p?
_2pP—dp+2
=S
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| kada cijeli izraz podijelimo sa 2, dobijemo:

p?—2p+1
I

Zatim je pozeljno faktorirati da iz p? — 2p + 1 dobijemo (p — 1)? pa taj izraz izgleda ovako:

(p—1)°
p?

Te na kraju jo§ znamo da je p — 1 = -q, stoga nam ispada da je

2 ¢
=<

S
o
]

. VI v v . . g2 . .
| s time zakljuCujemo da su nasa dva rjeSenja 1 i ;17 A kako smo rekli da je p. zapravo
najmanje od svih mogudéih rieSenja, imamo:

7
Pe = min(1, ﬁ)

Imaju¢i ovo u vidu, idemo vidjeti sto mozemo zakljuditi. Ako je p jako velik, tada g—;
postaje jako mali, $to znaci da i p. postaje jako mali. To zvuCi u redu zato $to je p vjerojatnost
nastajanja potomaka, te $to je on vedi, vjerojatnost izumiranja p. se smanjuje. Isto tako vrijedi
i za ¢, ¢im je on vedi, to je i p. ve€a. Naravno, najveéa vrijednost koju p. moze poprimiti je 1,
jer kad govorimo o vjerojatnostima, 1 predstavlja 100%. Taj rezultat mozemo prikazati i u R-u.
Kako smo i pretpostavili, $to je p veci, to je vjerojatnost izumiranja manja. Zanimljivo je da kada
p padne na ili ispod 0.5, to rezultira da p. postaje 1, znaci da ¢e populacija izumrijeti.
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Vjerojatnost izumiranja za distribuciju potomaka Bin(2, p)
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0.00

[
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Slika 3: Vjerojatnost izumiranja za Bin(2, p) distribuciju potomaka
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3.4. Uvjeti izumiranja

Kao §to mozemo vidjeti na grafu (slika 3) na kraju prethodnog poglavlja, imamo jednu
zanimljivu pojavu. Kada p poprimi vrijednost koja je jednaka ili manja od 0.5, vjerojatnost iz-
umiranja automatski poprima vrijednost 1 (drugim rijeCima, populacija definitvno izumire). U
nastavku ¢emo prouciti jedan koristan nacin na koji mozemo ustanoviti hoce li proces grananja
sigurno izumrijeti ili mozda (ako da, koje su $anse da se to dogodi).

| dalje IIx,(s) oznacava funkciju izvodnicu vjerojatnosti za distribuciju broja potomaka.
Prisjetimo se da svaki proces pocinje sa jednom jedinkom u vremenu ¢ = 0, i ta se jedinka raz-
mnozava u skladu sa unaprijed definiranom distribucijom, koju ¢emo u ovom slu€aju zvati X
(prema tome dobivamo da je E(X() ocekivana vrijednost distribucije broja potomaka). Svaki
novi potomak se razmnozava prema istoj toj distribuciji, neovisno o ostalim jedinkama tog pro-
cesa. Takoder smo u pro$lom poglavlju naucili da je najmanje rieSenje w = Ilx,(w) zapravo
Pe, 10 jest vjerojatnost izumiranja procesa.

Sada ¢emo malo skrenuti nasu pozornost na konveksne funkcije. Poznato je da je
njihova druga derivacija pozitivna, na primjer, druga derivacija od z2 je 2 > 0.

Konveksna funkcija

10000

75007

xh 32

50001

'y:

25001

50 75 100
X

=
ra
n

Slika 4: Graf konveksne funkcije

S druge strane, konkavnoj funkciji je pak druga derivacija negativna. Na primjer, druga
-3

derivacija od /z je

2
i -
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Konkavna funkcija
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Slika 5: Graf konkavne funkcije

Sada ¢emo ispitati da li je naSa funkcija izvodnica vjerojatnosti (Ix,(s)) konveksna ili
konkavna na intervalu 0 < s < 1 (samo nam je ovaj interval zanimljiv jer trazimo vjerojatnost
izumiranja p. koja je rieSenje jednadzbe p. = IIx,(p.), @ p. mora biti na intervalu [0, 1] jer nam
predstavlja vjerojatnost). Zapisat ¢emo funkciju izvodnicu vjerojatnosti jo$ jednom:

Iy, (s) = BE(s°) = isxP(X =)
=0
=P(X=0)4+sP(X=1)+sP(X =2)+....
Derivacija te funkcije glasi:
N(8) =P(X =1)+2sP(X =2) +...

U obzir uzimamo samo procese grananja sa ispunjenim uvjetom P(X > 1) > 0, to jest one u
kojima distribucija broja potomaka moze poprimiti vrijednost 2 ili veéu. U suprotnom nam pro-
cesi nisu zanimljivi (vidjeli smo primjer u kojem jedinka moze imati maksimalno jednog potomka
i koja Ce sigurno izumrijeti).

No, ako je P(X > 1) > 0, onda ILy,(s) i 1Ty (s) takoder moraju biti strogo rastuce
funkcije u varijabli s zato jer su svi uvjeti nenegativni (prisjetimo se da s mora poprimiti vrijednost
izmedu 0 i 1). Takoder, barem jedan ¢lan koji se mijenja sa s nije 0 (ako samo pogledamo
jednadzbe, vidimo da se njihov rezultat povecava sa s).

Kako je prva derivacija strogo rastu¢a, mozemo reci da je funkcija izvodnica vjerojatnosti
konveksna.

To mozemo prikazati i na grafu:
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Graf funkcije izvodnice gdje 's' poprima vrijednosti od 0 do 1
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e
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Slika 6: Graf funkcije izvodnice vjerojatnosti za s € [0, 1]

Na ovom grafu imamo prikazane pojave koje mozda na prvu nisu odmah uocljive. Sada
¢emo ih nabrojati:

« plava linija je graf funkcije izvodnice vjerojatnosti I1x, (s). MoZzemo vidjeti kako se promje-
nom s (na horizontalnoj osi) mijenja i vrijednost funkcije I1x, (s) (na vertikalnoj osi). Ovdje
mozemo vidjeti da je linija konveksna, kao $to smo i prije rekli za funkciju.

+ crna linija je jednostavno graf funkcije y = s

* mjesto na kojem se sjeku plava linija i y os je zapravo tocka P(X, = 0), koja nam pred-
stavlja vjerojatnost 0 potomaka. Ovime potvrdujemo nauceno jer smo kao jedno od prvih
svojstava funkcije izvodnice vjerojatnosti naveli upravo IIx,(0) = P(Xy = 0).

» toCka u kojoj plava linija sjeCe crnu je p., to jest vjerojatnost izumiranja. To je zato Sto je p.
zapravo najmanije rieSenje funkcije w = Ilx,(w), a mjesto gdje se presjecaju plava linija
(koja predstavlja funkciju izvodnicu vjerojatnosti) i crna linija (kojoj je karakteristika ¢t = s)
nam daje to€no tu vrijednost. Napominjemo da je to najmanije rjeSenje jer kao Sto vidimo,
plava i crna linija se sijeku i u to¢ci s = 1. Ovo je klju¢na stavka kod funkcija izvodnica
vjerojatnosti ITx, (1) = 1, kao 8to smo ve¢ i spomenuli.

* na kraju se mozemo jo$ prisjetiti da IT'y, (1) = E(Xo). Prema tome znamo da nagib grafa
funkcije u s = 1 iznosi E(X,), odnosno ocekivana vrijednost distribucije broja potomaka.

Malo prije smo komentirali da oCekivanje E(X,) prepoznajemo na grafu kao nagib grafa
u s = 1. Kada bi uzeli za primjer da je £ (Xy) < 1, graf bi izgledao ovako:
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Slika 7: Graf funkcije izvodnice vjerojatnosti za s € [0, 1]

Znamo da je E(Xj) < 1 upravo zato $to je plava linija cijelo vrijeme iznad crne sve dok s
ne poprimi vrijednost 1. To je ocito sa grafa odozgo, ali i u svim slu¢ajevima kada je E(Xy) < 1.
Razlog tomu je $to je nagib jednak 1, pa kako se pomi¢emo unazad od s = 1, plava linija ne¢e
padati jednakom strminom kao i crna, stoga ée crna linija biti uvijek ispod plave. Sto smo blize
s = 0, to ée strmina nagiba biti blaza (jer je funkcija izvodnica vjerojatnosti konveksna funkcija
na intervalu gdje s poprima vrijednost od 0 do 1, pa se nagib povec¢ava kako se povecava i s)
tako da plava linija ne¢e dohvatitit crnu sve dok s ne poprimi vrijednost 1.

Iz ovoga mozemo zakljuCiti da, posto je p. (vjerojatnost izumiranja) mjesto na grafu gdje
se sijeku plava i crna linija, a jedno jedino sjeciste je u s = 1, mozemo reéi da je p. = 1, $to znadi
da Ce populacija sigurno izumrijeti kada je ocekivani broj potomaka maniji od 1 (E(Xp) < 1).

Zapravo, isto vrijedi i za situaciju kada je oCekivani broj potomaka jednak 1 (E(Xj) = 1),
posto ¢e nagib plave linije iznositi 1 kada je s = 1, ali strogo manja za slucaj gdje je s < 1, stoga
ni tu nece presjeci crnu liniju (jedina iznimka je kada je Px, = 1, to jest distribucija potomaka
je 1 bez iznimke, u tom slucaju e se linija funkcije izvodnice vjerojatnosti poklapati sa crnom
linijom, gdje ne dolazi do nikakve zanimljivosti jer ta populacija ne¢e nikada izumrijeti). Sada
kada znamo i to, mozemo preformulirati na§ zakljuCak od malo prije: populacija ¢e sigurno
izumrijeti kada je oCekivani broj potomaka maniji ili jednak 1 (E(Xy) < 1).

Vratimo se sad jo$ jednom na prvi primjer gdje smo graficki prikazali £(X) > 1.
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Slika 8: Graf funkcije izvodnice vjerojatnosti za s € [0, 1]

U ovom slucaju je nagib plave linije, (koja predstavlja funkciju izvodnicu vjerojatnosti)
za s = 1, veéi od 1, $to iz slicnih razloga onima koje smo naveli ranije (nagib plave linije je
veéi od onog crne linije, stoga ¢e padati brze i nalaziti se ispod crne linije), osigurava da ¢e
plava linija sigurno presjeci crnu u nekoj to¢ci na intervalu od s = 0 do s = 1 i s time ¢emo
dobiti rje$enje za p. koje je manje od 1. Cak i krajnji sluéajevi ovdje zadovoljavaju: ako imamo
P(Xy = 0) =0, utom slu€aju, plava linija presjeca crnu u tocci s = 0, a to znaci da je p. = 0 ili
da populacija sigurno nikada nece izumrijeti. Ovo ima smisla zato jer namizraz P(Xy =0) =0
zapravo govori "vjerojatnost da jedinka proizvede 0 potomaka je takoder 0", Sto znaci da e se
jedinke zauvijek razmnozavati. Stoga mozemo reci da nije sigurno hoce li populacija izumrijeti
(moguénost da izumre postoji, ali nije 100% sigurna), ako je ocekivana vrijednost distribucije
potomaka veca od 1 (E(Xj) > 1), kao $to je objasSnjeno u [6].

Ovi rezultati su od velike vaznosti jer nam omogucavaju da odredimo hoce li promatrani
proces definitvno izumrijeti, promatraju¢i samo distribuciju potomaka. Ako samo razmislimo
o tome, takoder ima smisla jer ako jedinka prosjeCno proizvede manje od jednog potomka,
populacija neée dugo prezivjeti.
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3.5. Dugorocni pokazatelji populacije

MoZemo reci da je najgore iza nas, pa se sada mozemo posvetiti nekim klju¢nim mje-
renjima procesa grananja populacije koji vrijede za duze vremenske periode. Razmislimo koja
bi bila srednja vrijednost nekog procesa grananja X;, to jest kako bi glasila E(X;) (oCekivana
veli¢ina populacije u vremenu t). Kao oznaku ¢emo koristiti 1, gdje nam p predstavlja sred-
nju vrijednost distribucije potomaka (drugim rijeCima, prosjecan broj potomaka koji nastane od
roditelja).

Lako mozemo izraCunati u; ako se prisjetimo kljuCnih stavki o funkcijama izvodnicama
vjerojatnosti, kao na primjer:
fot(l) = /"Lt'

To znaCi da uvrstavanjem 1 u prvu derivaciju funkcije izvodnice vjerojatnosti od X; dobijemo
srednju vrijednost od X;. ZapocCet ¢emo dakle sa funkcijom izvodnicom vjerojatnosti od X;.
Prisjetimo se $to smo naucili od prije:

Iy, (s) = IIx, , (Ix,(s)).

Te kada obje strane deriviramo, dobijemo ovo:

%, (8) =T, | (TLx, ()T, (s).

Zatim ¢emo uvrstiti 1 u tu jednadzbu i dobiti:

%, (1) = I, (TIx, (1)), (1).

Sada ako iskoristimo znanje od prije o tome da je IT'y, (1) = y; i da je IIx, (1) = 1, gornji izraz
mozemo zapisati i na ovaj nacin:

Ty, ()T, (1)
= HiXt71 (1)/'L'

A posto znamo da je p srednja vrijednost distribucije potomaka, dobivamo:

%,(1) = e =T, (1)

Sto jo& mozemo skratiti:
Hth—Q (1)/’62

Dok ne dobijemo:

pir = pit.

Ovaj rezultat nam govori da je prosjeCna veliCina populacije u vremenu ¢, zapravo srednja
vrijednost distribucije potomaka potencirana sa ¢ (znamo da ovo vrijedi zbog toga §to se svaka
jedinka iste populacije razmnozava prema istom pravilu distribucije potomaka i stoga imamo
umnozavajuci efekt).
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Takoder mozemo primijetiti da se ovo uklapa sa nasim uvjetima vjerojatnosti izumiranja
od ranije. Naime, ako je u < 1, $to kako smo i vidjeli je uvjet da ¢e populacija izumrijeti sa
vjerojatno$cu 1, isto tako vrijedi da ! teZi 0 kako ¢ ide u oo (znadi da populacija isto tako
izumire). S druge strane kada je ;. = 1, isto vrijedi da je u* = 1 za svaki ¢ (i u ovom sluéaju
populacija definitivno izumire osim za izniman slu¢aj kada je P(X, = 1) = 1, drugim rijeima,
kada distribucija potomaka moze poprimiti samo vrijednost 1).

Ako je 1 > 1, onda je ocito da u! tezi co kako i t teZi co. Ovo se takoder podudara sa
rezultatom od prije: populacija gdje je u > 1 nec€e sigurno izumrijeti (dok ¢e postojati neka mala
vjerojatnost izumiranja).

MoZemo iskoristiti rezultat odozgo E(X;) = u' da pronademo ocekivanu vrijednost sve-
ukupnog broja jedinki od samog pocetka populacije do vremena ¢ (tocnije, sve jednike koje su
nekada Zivjele do trenutka t). To cemo definirati kao M, te definicija glasi:

My =Xo+ X1+ Xo+ ... + X4

Drugim rijeCima, veli€ina svih generacija sve do vremena ¢. Uzimajuci u obzir o¢ekivanja s obje
strane (uz koritenje linearnosti oCekivanja i stavku da je X, = 1):

E(Mt):E(XU—I-Xl—I—XQ—I—...—i-Xt)
E(My) = E(Xo)+ E(X1)+ E(X2)+ ...+ E(Xy)
EM) =14 p+p2+... 4+ 4.

Ovo je relativno lako za izraGunati i daje nam uvid u dugoro¢ne veli¢ine populacije (koja
ukljuCuje sve jedinke koje su nekad bile dio te populacije) za bilo koju populaciju. Ako ponovo
uzmemo da je ¢ > 1, onda naravno i jednadzba 1 4 p + p? + ... + u ide u co kako i ¢ ide u
beskonacnost (ocekivana ukupna veliina populacije se povecava kako se povecava i vrijeme).
Ako uzmemo da je © = 1, onda vrijedi da je E(M;) = t, $to ima smisla, jer ako o¢ekujemo
da nastaje po jedna nova jedinka, onda ¢emo nakon ¢ vremena imati ¢ sveukupnih jedinki. Na
kraju, ako je u < 1, imamo da E(M;) konvergira u izraz:

Prema ovome Ce, kako se povecCava p, se i ocekivana ukupna veliina populacije povecavati.
Na primjer ako je . = 0.99 onda je E(M;)) = 100, a ako je p = 0.1 onda je E(M,;) nesto
veci od 1. Ovo ima smisla, iz razloga ako distribucija potomaka ima vecu srednju vrijednost,
onda o¢ekujemo da i sveukupna veli¢ina populacije bude ve¢a (ako promotrimo slucaj gdje
je u = 0.01 imamo da je oCekivana sveukupna veliina populacije malo ve¢a od 1, jer postoji
dobra Sansa da ve¢ prva jedinka odumre bez ostavljanja potomka).

Sada kada smo pronasli E(M,), vrijeme je da se posvetimo pronalasku varijance od
X;. Ovo ¢éemo zapisivati kao o;2. Prisjetimo se derivacije koja nam je pomogla kod rie$avanja
zadnjeg problema:
. (8) = I, , (TLx, (), ().
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Ovaj izraz cemo ponovo derivirati da dobijemo:

I, (s) = %, (Ix, (s)) (I, (5))” + I, _, (Ix, (5)) 1%, (5)-

Upamtimo odozgo da je IT% (1) = 0 — 1 + u?, a ako znamo svojstvo funkcije izvodnice vjero-
jatnosti IT% (1) = E(X?) — E(X), onda mozemo zapisati F(X?) kao Var(X) + E(X)?, tako da
nam ostane I1% (1) = Var(X) + E(X)? — E(X) i stoga imamo:

" 2
t
N, (1) =07 —pt — 14 p?~

Posto znamo da je E(X;) = p! idaje E(X; 1) = p'~!. Ako upotrijebimo ovo i stavke koje smo
malo prije koristili (ILy, (1) = 14T’y ), mozemo uvrstiti 1 umjesto s u drugu derivaciju odozgo

% (1) = 1%, (T (1)) (T, (1)) + T, (T (1)1, (1).

Te kada to uvrstimo i na lijevu i desnu stranu jednadzbe, dobit ¢emo:

of —pt+pP = (op — T+ P P (0 — ).
| sada to mozemo rijesiti za o?
- S R R

of =pt —p*+of -y —pt+ 140 407 p

2 _ 9 2, 2
Op =041 p +o"-p

t—1 t t+1
—

t—1

Prema tome znamo dobiti i o7 ; (samo ako pogledamo jednadzbu odozgo):

2 _ 9 2, 2 12
Op—1 =04 p~+o"-pu "

Stoga mozemo ovo umetnuti u nasu jednadzbu za o7 , da dobijemo:

of = P (o7 o - pP 0% p ) 0 p

2 _ 2 4, 2 ¢, 211
Y e R e N

t—1

Te ako sada uvrstimo za o2 ,, $to prema istom obrascu ispada ovako:
2 2 2 2 t—3
Op_1=0p_3 J +0"-p
2 4 2 2 2 t—3 2 t 2
o = pt (oig-p’+ oy )+ ot ot p

02 = 1S0% g+ o2t 4oyt 4ot

t—1

Mozemo primjetiti da su o2 uvjeti rastuéi, takoder vidimo da se kod izraza 15+ ; dodaje 2 u
eksponent svaki puta kada se o umaniji za 1. S vremenom ¢emo dobiti ¢t = 1 gdje imamo da je
o1 = o posto je ovo samo varijanca distribucije potomaka (kada je ¢t = 1, imamo samo potomka
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od prve postojece jedinke iz t = 0). Prema tome, ako se pomi¢emo ¢ — 1 koracima prema dolje
dok ne dodemo do ¢ = 1, imamo:

2 2t—2

o = U+02+M2t_3—|-...—|-02

I B

Te ako izlu¢imo !~ dobijemo:
of =PI+ p P+ Y.
Ovdje mozemo zakljuciti da, ako je i = 1, preostaje nam samo
2 2

oy =t-o°.

Ovo ima smisla (varijanca se povecava kako se povecava i vrijeme t). Jo§ mozemo vidjeti da
ako je u > 1, ova suma ide do oo kako i n ide do oo, a ako je p < 1, na$ izraz ¢e konvergirati u:
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4. Interaktivna aplikacija za generiranje procesa
grananja

Kako bi vizualno prikazali tijek procesa grananja, izradena je interaktivna aplikacija u
sklopu RStudija. Aplikacija omogucéava korisniku da unese Zeljenu duljinu trajanja simulacije
kao i broj simulacija. Nakon toga, korisnik potvrduje svoj unos klikom na gumb, te aplikacija
prikazuje simulaciju sa zadanim parametrima u obliku grafa. Mozemo primjetiti kako sa istim
postavkama parametara svaki puta dobijemo razli¢ite rezultate, $to nam pokazuje nepredvidi-
vost kao glavnu znacajku procesa grananja.

Duljina trajanja:
50
Broj simulacija:

10

Pokren

Proces grananja

Welitina populacije

t (vrijeme trajanja)

Slika 9: Simulacija procesa grananja

Pokreni aplikaciju

29


http://127.0.0.1:7251/interaktivna_output.rmd

5. Zakljucak

Proces grananja kao matematiCka teorija se poceo razvijati od postavljanja pitanja o
opstanku plemickih prezimena. Najbitniji ishod te teorije je saznati hoce li proces kojeg pro-
matramo ikada izumrijeti ili ne. U svrhu tog ishoda, racunamo vjerojatnost izumiranja samog
procesa grananja. U dana$nje vrijeme se primjena procesa grananja znatno prosirila od nje-
gove pocetne svrhe. Njezinu primjenu mozemo pronaci u fizici, biologiji, ekonomiji i sli¢no, od
kojih su neki i navedeni u ovom radu. Uz pomoc¢ interaktivne aplikacije je pokazano kako duljina
trajanja te broj simulacija utjeCe na ishod procesa grananja.
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