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Sazetak

Ovaj rad sastoji se od dvije glavnhe komponente, a one su aproksimacija funkcije i
interpolacija funkcije. Aproksimaciju funkcije mozemo ukratko opisati kao slu¢aj kada na
nekom skupu zamijenimo zadanu funkciju nekom drugom. Interpolaciju mozemo definirati
kao zahtjev da se vrijednosti nekih dviju funkcija podudaraju na odredenom skupu
argumenata, to jest to¢aka. Osim ovih dviju glavnih komponenti, rad ¢e sadrzavati i obradu
Taylorovog polinoma, Lagrangeovog interpolacijskog polinoma za ekvidistantne i
neekvidistantne ¢vorove, Newtonovog oblika interpolacijskog polinoma za ekvidistantne i
neekvidistantne ¢vorove, kao i obradu Hermiteove interpolacije, numeriCkog deriviranja,
Cebisevljevih polinoma prve i druge vrste, linearnih i B-spline-ova i ocjenu pogreske za
svaku od metoda. Takoder, bit ¢e implementiran algoritam u nekom programskom jeziku za

neku metodu aproksimacije/interpolacije.

Kljuéne rije€i: matematika, aproksimacija, interpolacija, funkcija, polinom, greska, spline
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1. Uvod

U matematici je razvijeno mnogo razli€itih postupaka aproksimativnog, to jest pribliznog
ratunanja matemati¢kih problema. Takve postupke nazivamo numeri¢kim postupcima, a
odgovarajué¢e podrucje matematike, koje se bavi takvim postupcima, zove se numericka
matematika. NumeriCka matematika je, kao i sve ostale grane matematike, vrlo opsezna i u

stalnom je razvoju.

Postoji mnogo razli€itin vrsta algebarskih funkcija koje se mogu koristiti kao priblizne
funkcije, ali naj¢eSce koriStene funkcije za tu svrhu su polinomi, eksponencijalne funkcije,
trigonometrijske funkcije, a u novije vrijeme i racionalne funkcije. Koja god vrsta funkcija se
koristila, mora imati sljedeée znacajke: lako odredivanje i izraCunavanje, a isto tako i lako

diferenciranje i integriranje.

Ovaj zavrdni rad obuhvaca dva razli¢ita pristupa kojim se odreduju priblizne funkcije
koje se koriste za opisivanje zavisnosti skupa podataka, a to su aproksimacija koju mozemo

opisati kao priblizno poklapanje, i interpolacija, to jest to€no poklapanje.

Aproksimacija funkcije je matematicki pojam koji oznacava postupak pronalazenja
funkcije koja priblizno aproksimira, odnosno opisuje neki kona¢ni skup to¢aka ili neku drugu
funkciju. Aproksimaciju funkcije mozemo opisati i na nacin da zadanu funkciju zamijenimo
nekom drugom funkcijom, koja nije ista kao originalna, ali je dovoljno to€na i lakSe ju je
izraCunati. Problem aproksimacije Cesto se pojavljuje u teoriji, ali joS CeS¢e u praksi. Potreba
za aproksimacijom javila se kao posljedica Cinjenice da ne mozemo uvijek pronaci to¢no
rieSenje nekog matemati¢kog problema pa moramo potraziti najbolju moguéu aproksimaciju
tog rieSenja. Aproksimacija moze biti linearna i nelinearna po parametrima. Javlja se u dva
oblika, tako da nam je originalna funkcija f poznata, ali ima formu koja je prekomplicirana za
racunanje, ili da nam je funkcija f nepoznata, ali su nam poznate neke informacije o njoj, npr.
poznate su nam vrijednosti te funkcije na odredenom skupu to¢aka. U prvom slu¢aju biramo
informacije o funkciji koje ¢emo koristiti za aproksimaciju i kod tog slu€aja se moze ocijeniti
greSka dobivene aproksimacije, a u drugom slucaju se ne moze napraviti ocjena greske bez

dodatnih informacija o nepoznatoj funkciji f. [1], [2], [3]

Interpolaciju u numerickoj matematici mozemo opisati kao zahtjev da se vrijednosti
nekih dviju funkcija podudaraju na odredenom skupu argumenata, to jest toaka, koje
nazivamo ¢&vorovima interpolacije. U slozenijoj problematici moze se dodati zahtjev za
podudaranjem i u nekim derivacijama. Isto tako, interpolacijom se smatra i svako

izraCunavanje nove toCke izmedu veé postoje¢ih toCaka podataka. Osnovha zadaca



interpolacije je pogodnu krivulju provuéi kroz niz to¢aka (x;,y;),i = 0,1, ...,n. Numericki to
postizemo pomoc¢u funkcije ¢@(x) koja u to¢kama x;, tzv. évorovima, poprima zadane
vrijednosti y;, to jest ¢ (x) zadovoljava uvjet interpolacije ¢(x;) =y;, i = 0,1, ...,n. [1], [2],

3]

Postupak interpolacije moze se napraviti na dva nacina. Prvi nacin je da se najprije
odredi interpolacijska funkcija prema zadanim ulaznim to¢kama, a nakon toga se izracuna
interpolacijska funkcija u nekoj Zeljenoj tocki x. Medutim, ovaj nacin nije bas dobro rjeSenje u
praksi zato Sto je neefikasan i viSe podlozan greski. Bolje je upotrijebiti metodu kojom se
raéunanje interpolacije zapocinje u ulaznoj tocki koja je najbliza trazenoj tocki x, a zatim se
zbrajaju sve manje i manje korekcijske vrijednosti sve do kad se ne dode do trazene vrijednosti
funkcije u zadanoj tocki. Zadnja pridodana vrijednost je najmanja i ona predstavlja ocjenu
greske. Red interpolacije odreduje broj ulaznih to¢aka, i on je jednak tom broju umanjenom za
1. [4]

Za interpolaciju funkcija najéesce koristimo interpolacijske polinome od kojih se isti¢u
Lagrangeov oblik interpolacijskog polinoma i Newtonov oblik interpolacijskog polinoma.
Lagrangeov oblik se najéesce koristi u teoretske svrhe, dok se Newtonov oblik obi¢no koristi u
praksi. Takoder, u praksi se ne koriste interpolacijski polinomi stupnja veceg od tri, jer gredke
nastale prilikom zaokruzivanja koje radi raCunalo mogu biti vrlo velike. U tim slu€ajevima

najbolje je koristiti se spline-ovima ili metodom najmanijih kvadrata.

Interpolacijom dolazimo do funkcija koje to€no prolaze kroz sve zadane tocke, a
aproksimacijom do funkcija koje prolaze kroz odredenu grupu podataka na najbolji moguci
nacin, medutim, ne moraju to€no prolaziti kroz sve zadane tocke. To mozemo vidjeti na

sljedecoj slici. [3]

Slika 1: Interpolacija (lijevo) i aproksimacija (desno)
Izvor: [http://www.grad.hr/nastava/matematika/mat3/node128.html]


http://www.grad.hr/nastava/matematika/mat3/node128.html

Kada odredujemo pribliznu funkciju, pri tome radimo neku greSku, jer se dobivena
funkcija ne poklapa u svim &vorovima s originalnom funkcijom. Razlika izmedu vrijednosti
priblizne funkcije i originalne funkcije predstavlja greSku. Uzroka takvih greSaka ima viSe.
Cesto postoji nedostatak u povezanosti odredenog matemati¢kog problema i stvarnog
problema kojeg taj matematicki problem opisuje. Zatim dolaze greSke u po€etnim podacima
koje su uzrokovane pogresSnim mjerenjima tih podataka. Trecu grupu uzroka, koja je za nas
najvaznija i koju ¢emo ovdje obradivati, Cine greSke koje se pojavljuju u metodama s kojima
rieS8avamo odredeni matematicki problem. Na kraju, tu su greSke zaokruzivanja koje se javljaju
prilikom izvodenja aritmetickih operacija. Kao §to smo rekli, u ovom éemo se radu posvetiti

tre¢oj grupi pogre$aka pa ¢emo za svaku metodu odrediti ocjenu greske. [5]



2. Op¢éi problem aproksimacije

U uvodu smo rekli ponesto o samoj aproksimaciji, a u ovom ¢emo poglavlju malo
detaljnije objasniti §to je to problem aproksimacije. Ako su nam poznate odredene informacije
o funkciji f, definiranoj na podskupu X € R, na osnovu tih informacija Zelimo funkciju f
zamijeniti drugom funkcijom ¢, koja se nalazi u istom skupu X ili na jo§ ve¢em skupu, tako da
su f i ¢ bliske u odredenom smislu. Skup X najcesce je diskretni skup tocaka ili interval oblika

[a, b]. [6]
Kao Sto smo vec objasnili, problem aproksimacije javlja se u dva razliCita oblika: [7]

i) Znamo funkciju f analitiki ili sli¢no, ali je njezin oblik vrlo kompliciran pa je
racunanje vrijednosti funkcije previSe sloZzen zadatak. U tom se sluaju odabiru
informacije o funkciji f koje ¢e se koristiti i po nekom kriteriju se odredi
aproksimacijska, to jest priblizna funkcija ¢. Prednosti ovog oblika su $to mi sami
biramo informacije o funkciji f koje ¢emo koristiti te kod ovog oblika mozemo
ocijeniti greSku aproksimativne funkcije ¢.

i) Kod ovog problema aproksimacije ne znamo formu funkcije f, ali znamo neke
informacije o njoj, na primjer vrijednosti funkcije na nekom skupu to¢aka. Priblizna
funkcija ¢ tada se odreduje pomocu informacija o funkciji f koje su nam dostupne.
Te informacije, osim samih podataka, mogu uklju€ivati i o€ekivani oblik ponasanja
tih podataka, odnosno oblik zamjenske funkcije ¢. Kod ovog oblika problema
aproksimacije, ne mozemo ocijeniti greSku aproksimativne funkcije bez dodatnih

informacija o originalnoj funkciji f.

Sto se ti¢e primjene tih problema aproksimacije, prvi oblik vise se pojavljuje u teoriji, za
razvoj odredenih metoda na bazi aproksimacije, kao Sto su rieSavanje diferencijalnih jednadzbi
ili integriranje funkcija, a drugi oblik viSe se pojavljuje u praksi, npr. kod mjerenja nekih veli€ina.

[7]

Kad funkciju ¢ zapiSemo u obliku

o(x) = p(x; a9, a4, ..., ap),

odnosno kao funkciju koja ovisi i 0 parametrima a;, onda kazemo da smo izabrali opéi oblik

aproksimacijske funkcije ¢. Oblici aproksimacije funkcije mogu se podijeliti na: [7]

i) Linearne aproksimacijske funkcije,

i) Nelinearne aproksimacijske funkcije.



2.1. Linearne aproksimacijske funkcije
Opci oblik linearnih aproksimacijskih funkcija je

@(x) = agpo(x) + a1, (x) + -+ + ame,m(x)

gdje su @y, ..., ¢, funkcije koje su nam poznate i koje znamo izracunati. Linearnost se odnosi
na ovisnost aproksimativne funkcije ¢ o njenim parametrima a;, koji se trebaju odrediti. Oni
su, dakle, koeficijenti u linearnoj kombinaciji poznatih funkcija. Prednost ovog oblika
aproksimacije je ta da odredivanje parametara a; obi¢no vodi na sustave linearnih jednadzbi
ili linearne probleme optimizacije, $to je dobro jer njih mozemo lakSe rijesiti nego nelinearne

probleme. [7]
Oblici linearnih aproksimacijskih funkcija koji se najéesc¢e koriste su: [6]

1. Algebarski polinomi, @, (x) = x*, k =0, ..., m, to jest
p(x) =ay+a;x+ -+ apx™.

2. Trigonometrijski polinomi, koji su pogodni za aproksimaciju periodic¢kih funkcija. Za
funkciju ¢, uzima se (m + 1)-na funkcija iz skupa {1, cos x, sin x, cos 2x, sin 2x, ... },
gdjejek =0,...,m.

3. Po dijelovima polinomi, tzv. spline funkcije koje se na svakom podintervalu svode na
polinom niskog stupnja. Ti polinomi su na svim podintervalima istog stupnja, to jest

Olpeg_yx] = Pro kK =1,2,...,n, gdje su x, ..., X, zadane tocke.

2.2. Nelinearne aproksimacijske funkcije

Nelinearne aproksimacijske funkcije zapisujemo u obliku
o(x) = p(x;a,aq, .., am).
One imaju nelinearnu ovisnost o parametrima aproksimacijske funkcije ay, ..., a,,. Odredivanje
parametara a, obiCno vodi na sustave nelinearnih jednadzbi ili nelinearne probleme
optimizacije. [7]
Oblici nelinearnih aproksimacijskih funkcija koje se naj¢eSce koriste su: [6]
1. Eksponencijalne funkcije ¢(x) = coe?* + c,eP* + --- + c,.ePr*, koje imaju
n = 2r + 2 nezavisna parametra. Te funkcije imaju primjenu u raznim granama, kao

Sto su biologija, ekonomija, medicina, a mogu opisivati procese rasta i odumiranja kod

populacije.



bo+bix+---+byx"

et koje imaju bolja svojstva aproksimacije
0+ C1 X+t Cq

2. Racionalne funkcije ¢@(x) =

nego polinomi. Kod tog oblika aproksimacije broj nezavisnih parametara je
n=r+s+1.

2.3. Kriteriji aproksimacije

Aproksimacijske funkcije biraju se tako da na najbolji moguci nagin zadovolje uvjete koji se
postavljaju pred njih. NajéeSc¢i je zahtjev da graf aproksimativne funkcije prolazi odredenim
tockama, odnosno da interpolira funkciju u tim tockama koje nazivamo ¢&vorovi. Kod
interpoliranja mogu se postaviti i zahtjevi da se originalna i priblizna funkcija osim u funkcijskim
vrijednostima u ¢vorovima podudaraju i u nekim vrijednostima derivacija. Drugi ¢est zahtjev
prilikom aproksimiranja je da odstupanje aproksimacijske funkcije od originalne u nekom
smislu bude minimalno, to jest da je pogreska aproksimacije ¢im manja. [6]

Prema tome, imamo dva kriterija odredivanja parametara aproksimacije: interpolacija i
minimiziranje pogreske. Interpolaciju smo objasnili u uvodu, a kasnije ¢emo ju i poblize obraditi

pa ¢emo ovdje objasniti samo drugi kriterij aproksimacije.

2.3.1.Minimizacija pogreske

Aproksimativna funkcija ¢ bira se tako da se minimizira neka odabrana norma funkcije
pogreske
e(x) =f(x) — o),
u odabranom vektorskom prostoru funkcija F definiranin na nekoj domeni X. Takve
aproksimacije zovu se najbolje aproksimacije po normi, a dijele se na kontinuirane i diskretne,
ovisno o tome minimizira li se norma pogreSke e, odnosno ||l e ll, na kontinuiranom ili
diskretnom skupu podataka X. [7]

Kao norme pogreske naj¢eSc¢e se koriste co-norma i 2-norma. U slu€aju co-norme,
pripadna aproksimacija zove se minimaks aproksimacija, a za 2-normu pripadna
aproksimacija zove se srednjekvadratna i metoda za njezino nalazenje zove se metoda
najmanjih kvadrata. U oba slucaja, aproksimacijska funkcija ¢, to jest njezini parametri, traze
se tako da norma pogreske || e |l,, odnosno || e ||, bude minimalna na skupu podataka X. U
diskretnom slu€aju, skup podataka X definiran je kao X = {x, ..., x,}, @ u kontinuiranom
slu¢aju definiran je kao X = [a, b]. Minimaks aproksimacija pozeljniji je tip aproksimacije, ali

je tu vrstu i teze izraCunati, npr. ako dobijemo problem minimizacije nederivabilne funkcije. [7]



Na kraju mozemo napisati koje sve matematicke probleme u teoriji aproksimacije trebamo
rijeSiti: [6]

- Egzistenciju i jedinstvenost rieSenja problema aproksimacije,

- Analizu kvalitete dobivene aproksimacije — ponasanje funkcije gresSke e, kao i sama

vrijednost funkcije,

- Konstrukciju algoritama za racunanje najbolje aproksimacije,

- Dokaz efikasnosti i to¢nosti algoritma.



3. Taylorov polinom

U ovom ¢éemo poglaviju objasniti jednu od formula koja ima veliku primjenu kod
aproksimacije funkcija. Ta formula poznata je pod nazivom Taylorova formula, odnosno
formula Taylorovog polinoma. Pomoc¢u nje mozemo odrediti pribliznu vrijednost neke funkcije
u odredenoj tocki, dobiti priblizne vrijednosti derivacija i integrala, kao i priblizna rjeSenja
nelinearnih jednadzbi.

Za funkciju f, koja je derivabilna n puta, moZzemo definirati polinom n-tog stupnja

P,(x) =ag+ a;(x —xg) + ay(x — x0)% + -+ a,(x — x5)"
sa sljedeéim svojstvima:
Pxo) = f(xo),  Bixo) = ')y s BV (x0) = F™ (o).

Koeficijenti a,, a4, ..., a, polinoma P, tada glase
’ 1 " 1 (n)
ao = f(xo), a; = f'(xo), az = 21 (x0), sy = mf (%0)-

Polinom B, s ovako definiranim koeficijentima nazivamo Taylorov polinom n-tog stupnja u

okolini tocke x, i oznatavamo ga s Tj;:

1 1
T(x) = f(x0) + f' (o) (x = o) + 2 [ (o) (6 = 20)* + - + Ef(”)(xo)(x = X)"

n

0
_ Z R C)) (x — xg)*.

k!
k=0

Naravno, Taylorov polinom stupnja n mozZemo izradunati samo ako funkcija f u tocki x,

posjeduje sve derivacije do n-te. [8]

3.1. Greska Taylorovog polinoma

Sa R, (x) oznatavamo razliku izmedu to¢ne vrijednosti funkcije f(x) i njezine priblizne

vrijednosti T, (x), to jest greSku aproksimacije Taylorovim polinomom
Ry (x) = f(x) = Ty ().

Gresku R, (x) moZemo izraunati i kao

(n+1)
R, (x) = fH(e)

=T (x — x0)"1,



za neki ¢ koji se nalazi izmedu toaka x, i x. ObiCno se poveéanjem broja ¢lanova, to jest
povecanjem stupnja Taylorovog polinoma dobije to¢nija aproksimacija funkcije f u okolini

tocke x;. [8]

Primjer: Greska aproksimacije f(x) = e* oko nule Taylorovim polinomom

x? x3
T3(x)=1+x+7+?
iznosi
x? x3
R3(x)=ex—1—x—7—?.

Ta greska za primjerice x = 0.1 iznosi R3(0.1) = 4.2514 - 107°. [9]

Zadatak: Rastavite polinom x3 — 4x2 + 10x — 14 po potencijama od (x — 1).
RjeSenje:
f(x) =x3—4x%? + 10x — 14

fQ)=-7
f'(x) =3x%2—8x+ 10
fr)=>5
f'(x)=6x—8
') = -2
f"(x) =6
f") =6
3
r = Y L
k=0

2 6
T(x) = —7+5(x—1)—z(x—1)2+§(x—1)3

=—7+5x—-1)—-(x-1D*+(x-1)3

Zadatak: Odredimo Taylorove polinome u okolini to¢ke x, = O redan = 1, 2, 3,4, 5 za funkciju
f(x) = sinx. [8]
Najprije moramo izracunati derivacije funkcije f u tocki x, = 0.
f(x) =sinx, f(0)=0
f'(x) = cosx, ') =1
f"(x) = —sinx, f0)=0
f"(x) =—cosx, f"(0)=-1



f®(x) =sinx, f®0)=0
fO®) =cosx, fOO)=1
Sada imamo:

1 1 1
T,(x) = T,(x) = x, T3 (x) = Ty (x) =x—§x3, Ts(x) =x—§x3 +§x5.
Sljedeca slika prikazuje funkciju f(x) = sinx oko nule i Taylorove aproksimacije te funkcije
polinomom razvijenog do sljedecih stupnjeva: 1,3,5 i 15. Crna boja oznac¢ava funkciju sin x.
MozZemo primijetiti da za bolje aproksimacije, a ujedno i manje greske, moramo razviti funkciju

do viSih stupnjeva i tako se sve viSe priblizavamo trazenoj funkciji.

A
3:

-4

Slika 2: Funkcija sin x i Taylorovi polinomi
Izvor: [https://sh.wikipedia.org/wiki/Tejlorov_polinom#/media/File:Sintay.svg]
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4. Interpolacija polinomima

U uvodu smo opisali $to je to interpolacija, a ovdje ¢emo, uz pomo¢ raznih metoda i
primjera, poblize objasniti 5to je to tocno problem interpolacije polinomima. Za odredivanje
polinoma stupnja n trebamo n + 1 nezavisan uvjet pa se problem interpolacije definira na
sljedeci nacin:

Neka su zadane tocke (x;,y;), i =0, ...., n. Potrebno je pronaci polinom
p(x) = p,(x) n-tog stupnja uz uvjet da je

Pn(xi) = f(xp), i=0,...,n
Ako vrijedi x; # xj, za i # j, onda interpolacijski polinom postoji i on je jedinstven. Medutim,
kako u prostoru polinoma postoje razli¢ite baze, tako postoje i razli€iti prikazi interpolacijskog

polinoma. Mi razlikujemo tri prikaza: [10]

i) Prikaz u standardnoj bazi
i) Lagrangeov oblik interpolacijskog polinoma
iii) Newtonov oblik interpolacijskog polinoma

4.1. Prikaz polinoma u standardnoj bazi

Kod tog prikaza interpolacijskog polinoma baza je {1, x, x2, ..., x™}, a polinom se dobije
tako da se rije8i sustav [8]

p(x;)) =i, i=0,..,n
Zadatak: Pronadite interpolacijski polinom stupnja 2 koji prolazi tockama (—1, 3), (1, 5), (2, 0).
Rjedenje:
Znamo da jednadzba polinoma 2. stupnja glasi
p(x) = ax? + bx + c.
Da pronademo koeficijente a, b, ¢ trebamo rijesiti sustav jednadzbi
p(-1) =a—b+c=3

p(1) =a+b+c=5
p(2)=4a+2b+c=0

1 -1 1 : 3
1 1 1 : 5]
4 2 1 : 0
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Kada prvi redak matrice pomnozimo s —1 i pribrojimo drugom retku, a ujedno prvi redak

pomnozimo s —4 i pribrojimo treCem retku dobivamo sljedeci rezultat:

1 -1 1 ¢ 3
o 2 0 i 2|
0 6 -3 ¢ —12

Vidimo da se iz drugog retka dobije da je b = 1. Zatimimamo —3c =—-6b— 12 =c=6ia =

b—c+3=a=-2.

RjeSavanje ovog sustava bio je relativno slozen posao, a da je stupanj polinoma bio veci, on

bi bio i jos slozeniji. Zato se traze druga rjeSenja za odredivanje polinoma.

4.2. Egzistencijai jedinstvenost interpolacijskog polinoma

Ovdje ¢emo dokazati teorem koji vrijedi kod interpolacije polinomima. Njegov dokaz koristi
Cinjenicu da postoji jedinstveno rjeSenje za linearni sustav s regularnom matricom. U teoremu
se koristi oznaka N koja oznacava skup cijelih nenegativnih brojeva. [11]

Teorem. Neka je n € N,. Za zadane tocke (xy, fi.) gdje je fr := f(xx) zak =0, ..., ni
X; # Xj za i # j, postoji jedinstveni (interpolaciski) polinom stupnja najvise n

px) =pp(x) =ag+a;x+ -+ a,x™
za kojeg vrijedi

Pr(xk) = fr k=0,..,n

Dokaz:
Neka je p, = ay + a;x + -+ + a,x™ polinom stupnja najvise n. Uvjete interpolacije zapiSemo
u obliku

Pn(Xo) = ag + arxo + -+ anxg = fo

Pn(X1) = ag +asx; + -+ ayxy = fi

Pn(Xn) = ag + a1Xp + -+ + apxy = fr.
Sada je potrebno provjeriti ima li taj sustav od (n + 1)-e linearne jednadzbe s (n + 1)-om
nepoznanicom a,, ..., a4, jedinstveno rjeSenje. Za to je dovoljno provijeriti je li matrica tog

sustava regularna. Provjera se vrSi raCunanjem vrijednosti determinante te matrice, a ta

determinanta poznata je pod nazivom Vandermondeova determinanta
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1 xg x2  x}

1 x; x2  xp
D,=|: : :

1 Xp1 Xhoq 0 X

1 x, x2 - xI

Definirajmo determinantu koja je sli¢éna D,,. Ona umjesto potencija od x,, u posljednjem retku

ima potencije od x:

1 x, xt Xl

1 x; x2 X}
) =1 : s

1 Xnog Xhq o Xng

1 x D

Mozemo vidjeti da je D,, = V,,(x;,). Ako promatramo V},(x) kao funkciju od x, razvojem po
posljednjem retku uo¢avamo da je V},(x) polinom stupnja najviSe n u varijabli x, a koeficijent
tog polinoma uz x™ je determinanta D,_;. Ako se u determinantu V,(x) redom uvrsti
Xo, ---» Xn_1, ta determinanta imat ¢e dva jednaka retka pa Ce biti
Va(xo) = V(1) = -+ = Voxn—1) = 0,
odnosno tocke x, ..., X,—1 Su nultoc¢ke polinoma V},(x) n-tog stupnja. Da bi se polinom n-tog
stupnja mogao to¢no odrediti, ako su poznate njegove nultocke, potrebno je jo§ samo znati
njegov vodeci koeficijent, a to smo ovdje i pokazali. Vodeci koeficijent je D,,_;. Posto znamo
vodeci koeficijent D,,_; i sve nultocke xg, ..., x,_1 V,,(x) mozemo zapisati kao produkt
Va(x) = Dpog (x = x0) (x — 1) =+ (x — Xpp—1).
AKo uvrstimo x = x,, dobivamo rekurzivnu formulu za D,,:
Dy = Drq (n — x0) (6 — 21) -+ (. — X—1).
Ako znamo da je D, = 1, $to je trivijalno (gledamo lijevi gornji kut determinante), slijedi da je
D, = 1_[ (xi — x;).
0<j<isn
S obzirom daje x; # x; zai # j, ondajei D, # 0, a vrijedi i obrat. Matrica linearnog sustava
je regularna i zato postoji jedinstveno rieSenje a,, ..., a,, za koeficijente polinoma p,, to jest
jedinstveni interpolacijski polinom. [11]
Takav oblik interpolacije obi¢no zovemo Lagrangeova interpolacija, jer trazena funkcija

interpolira samo funkcijske vrijednosti zadane funkcije. [11]
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4.3. Lagrangeov interpolacijski polinom

Neka je zadana funkcija f : [a,b] = R i medusobno razlicite tocke xg, x4, X3, ..., X, iZ
intervala [a, b]. Zelimo aproksimirati funkciju f polinomom L,, (x) koji u izabranim totkama ima
iste vrijednosti kao i ta funkcija. Kad je problem postavljen ovako, on ima mnogo rjeSenja, ali
ako je stupanj polinoma upravo n postoji samo jedno rjeSenje. Takav polinom, sa svojstvom
L, (xx) = yy, zove se Lagrangeov polinom. [12]

Neka su nam zadane tocke (xq,Vo), (xX1,¥1), -, (X, Yn). Najprije moramo definirati

polinome ¢; € P,,i = 0, ...,n gdje je P, prostor polinoma kao [13]

n

x—x;i w;(x)

P:(x :| | J — ¢ ,

() j=0 xi— % wi(x)
Jj#i

pri ¢emu je w(x) definiran sa

w(x) = n(x - x;),
j=0

aw;(x)sa

wi(x) = n(x - xj) = ;fo)z
J=0 '

JED)

Dakle, imamo

=)= x) (= )
- (xo — x1) (xg — X2) ... (X0 — Xp)

Jj=0
j#0
B = X = Xj (x —x0)(x —x3) . (x — x3)
f) = 1;[951 — Xj B (1 — x0) (X1 — x2) oo (X1 — Xy)
j#1

(x — x0)(x — x1) oo (X — Xp—1)

Polinome #;, i=0,..,n

B (xn — x0) (O — x1) .

zovemo Lagrangeovim

(xn - xn—l).

koeficijentima

Lagrangeovih baza. Ti polinomi moraju zadovoljiti uvjete

fi(Xj) _ 5ij _ {1 zaj =1,

Ozaj#+1i’

funkcijama



gdje je &;; Kroneckerov simbol, pa polinom L, (x) koji rje$ava problem interpolacije mozemo

zapisati kao

Ln(0) = ) i)
i=0

ili u obliku

n
L = Z (x = x) (x — x1) oo (0 = X 1) (X = Xpegq) o (X — X3) y
" (e — 2x0) (e = 20) v (i — Xpe—1) (ke = Xpeg1) - (e — X) “
pri demu je yi = f (). [2]
Ovako zapisan polinom nazivamo Lagrangeov interpolacijski polinom, ali precizniji
naziv bio bi Lagrangeov oblik interpolacijskog polinoma posto je interpolacijski polinom

jedinstven.

Primjer: Pronadite Lagrangeov oblik interpolacijskog polinoma drugog stupnja koji prolazi
tockama (—3,—4),(4,2) 1 (3,0).

Rjedenje:

Najprije se trebaju definirati Lagrangeovi koeficijenti £; pa tako imamo

(x—49(x—-3) x*—T7x+12

b =Sy oy T a2
(e +3)E-3) x*-9
b =GTHe=3 =7
2,00) = (x+3)(x—4)__x2—x—12

(3+3)(3—-4) 6 ’

pa je trazeni interpolacijski polinom

x?—7x +12 x? -9 x?—x—12 4 2 26
+ 2 +0|—————

42 =Y t3x T

Ly(x) = (=4) <

Kod rjeSavanja zadataka s Lagrangeovim interpolacijskim polinomom, koristit ¢emo
alat MATLAB pomocu kojeg se taj polinom lako odredi i prikaze graficki. MATLAB posjeduje
funkciju polyfit &ije su ulazne varijable jednoredne matrice x i y koje sadrze sve apscise i
ordinate zadanih to¢aka, kao i prirodni broj k koji ozna¢ava stupanj trazenog polinoma. Izlazna
varijabla je matrica L ¢iji su elementi svi koeficijenti polinoma stupnja najviSe k. Kako bismo
kao rezultat dobili Lagrangeov interpolacijski polinom, uzet éemo da je k = n — 1. Ovdje ¢emo
koristiti i funkciju polyval koja racuna vrijednost polinoma s koeficijentima zadanima

jednorednom matricom p u svim to¢kama od x. [14]
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Primjer: Odredimo Lagrangeov interpolacijski polinom ¢&iji graf prolazi tockama T; =
(-1,1),T, =(2,-2),T; = (—3,—-1.5), T, = (—4,2.5) i Ts = (5,4) i prikazimo ga grafi¢ki na
segmentu [—6, 6]. [14]
Najprije moramo zadati jednoredne matrice x i y. U komandni prozor upiSemo:
x=[-1 2 —3 —4 5]
y=[1 -2 —15 25 4];
Sada odredujemo matricu L upisivanjem:
L = polyfit (x,y,4)
Vrijednost 4 smo unijeli jer za n = 5 to€aka imamo k = n — 1 = 4. Kad pritisnemo Enter,
MATLAB ispisuje:
L=
Columns 1 through 4
0.59393518518519 — 0.04305555555556 — 1.02152777777778
—0.11898148148148
Column 5
1.80555555555558

Dakle, trazeni polinom je oblika
L(x) = 0.59393518518519 x* — 0.04305555555556 x> — 1.02152777777778 x?

—0.11898148148148x + 1.80555555555558.
Koeficijenti tog polinoma su decimalni brojevi buduéi da MATLAB ne moZe raCunati s
razlomcima. Prikazimo sada dobiveni polinom grafi¢ki. U komandnom prozoru upiSemo:
x1=—-6:0.01 : 6;
plot (x,y, "*',x1,polyval (L, x1))
U posljednjoj smo naredbi zapisali da na istoj slici Zelimo ucrtati zadane to¢ke (oznadili smo ih

znakom *), kao i interpolacijski polinom na zadanom segmentu. Dobije se sljededi graf:
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Slika 3: Lagrangeov interpolacijski polinom u MATLAB-u
Izvor: [14]

4.3.1. Greska Lagrangeovog interpolacijskog polinoma

Kada se radi aproksimacija funkcije f(x) pomoéu Lagrangeovog interpolacijskog
polinoma tada se napravi neka greska zato jer umjesto prave vrijednosti funkcije f(x)
uzimamo da je L, (x) = f(x). Da bi odredili tu gresku trebamo Rolleov teorem koji kaZe: ako
je funkcija g klase C1(a, b) i g(a) = g(b) onda postoji totka ¢ € (a, b) takva da je g'(¢) =
0. Dakle, prva derivacija funkcije g ponistava se barem u jednoj tocki iz intervala (a, b). [5]

Sada je potrebno definirati funkciju

e(t) = f(t) — L (D),
gdje je L, (t) Lagrangeov interpolacijski polinom. Pretpostavit éemo da je f € C(”“)(a, b).
Zatim se definira

wn (%)
Wy (1)

gdje je wp(x) = (x — x0) (x — x1) ... (x — x) = [[r=0(x — x1). Kako su funkcije e i w,

g(x) = e(x) — e(t),

(n + 1)-puta neprekidno diferencijabilne, tako je i funkcija g. Osim toga je

g(x;) = e(x;) — Z’;((’;)) e()=0, =012 ..n
jerje w,(x;) =0ie(x;) = f(x;) —L,(x;) =0,i=0,1,2,...,n. Isto tako vrijedi i
9@ =e® -2 oy = 0
wp (t) '
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Prethodne dvije relacije nam pokazuju da se funkcija g ponistavau (n + 1) + 1 = n + 2 tocke
(t, xg, x1, ..., X5,). Kad se primijeni Rolleov teorem na tu funkciju vidi se da se prva derivacija
funkcije g ponistava u barem (n + 1)-oj tocki. Primjenom Rolleovog teorema na prvu
derivaciju vidi se da se druga derivacija funkcije g poniStava u barem n to¢aka. Ako nastavimo
dalje, vidimo da se (n + 1)-va derivacija funkcije g ponistava u barem jednoj to¢ki unutar
intervala (a, b). Tu to¢ku oznac¢imo s ¢,

g™ =0,

S druge strane se vidi da je

(n+1)
g = eV (x) - n(tg Let) = fr o) —%e(t)
jerje L") = 0i ™ (x) = (n + 1)1, paje
(n+ 1)!
(n+1) — f(n+1) _
9@ = FIIE) - = e = 0,
Iz prethodne relacije se dobije
wn(0) oy
=7, +1),f( Y©),  ¢e(ab).
Tako je
fO) =Lpy() + —/—~; on ) ——— f(g),
" (n+1)!
Iz prethodne relacije ¢lan
wn (%) (n+1)
o+ 1),f )

oznaCava gresku interpolacije. Ako je

Mps1 = max |f™ D),

ta greSka moze se ocijeniti sa

lwn (0]
T (n+1)!

Moze se zakljuciti kako se povecéanjem broja to¢aka (n) smanjuje pogreska (radi 1/(n + 1)!).

le()| <

Ova ocjena greske vrijedi i za Newtonov oblik interpolacijskog polinoma kojeg ¢emo objasniti

malo kasnije. [5]
Zadatak: Potrebno je konstruirati interpolacijski polinom L, (x) za funkciju f(x) = v/x ako su
zadani ¢&vorovi interpolacije x, = 100, x; = 144, x, = 196. Takoder, treba izracunati

L,(150) i ocijeniti gresku u tocki x = 150.
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Rjedenje:

Kad uvrstimo zadane &vorove interpolacije u funkciju f(x) = Vx dobijemo sljedeéu tablicu:

Tablica 1: Funkcija f(x) = vx

x 100 144 196
£(x) 10 12 14

Lagrangeov interpolacijski polinom za funkciju f(x) = Vx je oblika:
(x —144)(x — 196) (x —100)(x — 196)
(100 — 144)(100 —196) ' (144 — 100)(144 — 196)
(x —100)(x — 144)
(196 — 100)(196 — 144)
_ 2 o4 1736 ot 120960.
27456 27456

L,(x) =

27456
= L,(150) = 15.528846.

Derivacije funkcije f(x) = v/x su:

, _ 1 " _ 1 27 _ 3
f(X)—m, f (X)—_W' f (x)_m

Maksimum apsolutne vrijednosti tre¢e derivacije funkcije je:

M; = [1ggg>§6]|f”’(x)l = 310052 1305/2 = g 1075,
a greska interpolacije u tocki 150 je:
E. 105
|R,(150)| < 8 |(150 — 100)(150 — 144)(150 — 196)| < 8.63 - 1073

3!

Zadatak:
a) Potrebno je pronadi interpolacijski polinom koji funkciju f(x) = sin(mx) interpolira u

tockama s x-koordinatama:

1
xo = 0,x; =§,x2 =1

b) Zatim treba ocijeniti greSku dobivene interpolacije,
) lzracunati vrijednost dobivenog interpolacijskog polinoma u tocki x = 0.3,
d) Ocijeniti gresSku interpolacije tocki x = 0.3 i

e) Nadi pravu greSku
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Rjedenje:

a)

b)

c)

Najprije moramo uvrstiti x, = 0,x; = % i x, = 1 u funkciju f(x) = sin(mx). Dobivamo
rezultate y, =0,y;, =1 i y, =0. Posto imamo tri podatka, potrebno je nadi
interpolacijski polinom L,(x) drugog stupnja. Racunajuéi dobivamo Lagrangeov

interpolacijski polinom koji glasi:
2

Ly(x) = — xz + z

Za ocjenu greske treba nam w(x)
wx) =@ -—x)x—x)(x—x) = =x> — ;xz + %x,
kao i treca derivacija funkcije f
f(x) = sin(mx)
f'(x) = mcos(mx)
f"(x) = —m?%sin(mx)
f®(x) = —n3 cos(mx).

Sada imamo

M, = 3 = —3 = 73 = 773
3 x‘é}%‘,’iﬂf €3] x‘é}?}?ﬁ' 3 cos(mx)| =1 xrgl[éa’)f]lcos(nx)l s

jerje0 €[0,1]icos0 = 1.

Sukladno tome, ocjena greske za neku tocku iz intervala [0,1] glasi

3
()~ L] < 5 | —;xz + %x .
Vrijednost interpolacijskog polinoma u zadanoj tocki iznosi
L,(0.3) = — (0:,)2 + % = (0.0525.
d) Ocjena greske (bududi da je 0.3 € [0,1]) iznosi
3 3 1
|£(0.3) = L,(0.3)] < 3 (0.3)3 — 5(0.3)2 + 5 0.3] = 0.217043936.

e)

Prava greSka iznosi
f£(0.3) — L,(0.3) = sin( - 0.3) — 0.0525 = 0,756516994

Lagrangeov interpolacijski polinom ima i svoje nedostatke. Najveéi od njih je taj Sto

postoji velik broj aritmeti¢kih operacija kod odredivanja interpolacijskog polinoma i ako se zele

dodati ili izbaciti neke toCke nakon Sto smo vec odredili interpolacijski polinom, potrebno je

cijeli izraCun raditi ispoCetka, bez moguénosti da se koriste prethodno izraCunati rezultati. Zato

se Lagrangeov oblik interpolacijskog polinoma viSe koristi u teoriji (za dokaze), a u praksi se
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koristi Newtonov oblik interpolacijskog polinoma. Isto tako, ako se odabere polinom preniskog
stupnja, on moze slabo aproksimirati neko rjesenje, to jest originalnu funkciju, a ako se
odabere polinom previsokog stupnja, onda se mogu pojaviti velike oscilacije, to jest gresSke na
rubovima intervala aproksimacije.

Lagrangeov interpolacijski polinom moze se koristiti i u druge svrhe. Na primjer,
pomocu njega se moze odrediti priblizna vrijednost derivacije funkcije u nekoj tocki iz intervala

[a,b]. U praksi se Cesto Zeli pronaéi odredena vrijednost funkcije pomocéu linearne

interpolacije. Za to nam sluzi Lagrangeov interpolacijski polinom L, (x). [5]

4.3.2. Lagrangeov interpolacijski polinom za ekvidistantne ¢vorove

Ekvidistantna mreza predstavlja raspored Cvorova kod koje su uzastopni Cvorovi
jednako udaljeni, to jest razmak izmedu &vorova je konstantan. Taj razmak zove se korak
interpolacije i oznadava se sh = x;,; — x;, i = 0,1,2,...,n — 1. Cvorove x; u ekvidistantnoj

mreZi mozemo zapisati i kao x; = x + ih, a korak interpolacije moze se jo$ izraunati kao

@ . Uvedemo varijablu [17]

h =
x_xO

b=

pa tako imamo:
X — Xy = th, X = xo + th,
x—x;=((—x9)—(x; —x9) =th—nh
X; — Xo = ih, x;i—x,=({—1)h
itd., pa mozemo pisati
(x = 20) (x — 1) =+ (0 — x_1) (x — X31) -+ (x — %) _
G = 20) O — 21) -+ (g = 23-1) O — X49) =+ (g — X))
_ th(th—h) - [th— (i = Dh][th — (i + 1)h] - (th — nh)
th(i — 1)h---h(=h) - [-(n —i)h]
_tt=1) - (t=n) (-1t

t—i it(n—0)!
_t(t—l)---(t—n)_(—l)”‘i_ n!
B t—i nl il(n =)

o1 (M 1 tt—=-1)---(t—n)
=1 (i)'t—i' n!

21



Time dobivamo Lagrangeov oblik interpolacijskog polinoma za ekvidistantne ¢vorove

n
L,(x) = L,(xo + th) = (=1)" t(t l)n! (t n)_E(_l)i (111) ];(ifli) .
=0
Ocjena pogreske interpolacijskog polinoma stupnja n na ekvidistantnoj mrezi s korakom h glasi
n+1
() =P S~ M,

gdje je, kao Sto vec otprije znamo,

— (n+1)
My 41 xrggfg)]lf )|-

4.4. Newtonov oblik interpolacijskog polinoma

Cili u ovom poglavlju je odrediti Newtonov oblik interpolacijskog polinoma za
neekvidistantne, kao i za ekvidistantne ¢vorove. Najprije ¢emo se baviti Newtonovim oblikom
polinoma za neekvidistantne &vorove, a u tu svrhu uvodimo pojam podijeljenih razlika, koje se
definiraju rekurzivno na sljedeci nacin.

Podijeljena razlika nultog reda f[x;] je po definiciji vrijednost funkcije f u tocki
x; € {xg, %1, ..., x5}, 0dnosno f[x;] = f(x;). Podijeljene razlike prvog reda definiramo sa

_ f(xj) - f(xi).

f[xi;xj] = X — x;
Paodijeljene razlike drugog reda definiramo sa

flx 2] = f[xi'xj]_

Xp — Xi

flxox,x] =
Na kraju, podijeljenu razliku n- tog reda definiramo sa

f[x1: ---;xn] - f[xo: ""xn—l]
Xn — Xo .

f[XO, X1, ...,Xn] =

Sada ¢emo formirati tablicu kako bi vidjeli kako se podijeliene razlike mogu prakti¢no

racunati.[5]
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Tablica 2: Tablica podijeljenih razlika

Xk fOa) = flxid | flx Xeen] | %0 Xiew1s Xiea2] flxo, s %]
Xo f[xo0]
flx0,%4]
X1 flx] flx0, %1, x2]
f[xm 'xn]
Xn-1 flxn-1] f[Xn—2)Xn_1, %n]
f[Xn-1,%n]
Xn flxn]

Newtonov interpolacijski polinom stupnja n glasi
n—1

Pn(x) = ag + a;(x — xo) + -+ ay (x — xy),
k=0

a koeficijenti ag, k = 0,1, ...,n mogu se definirati kao podijeljene razlike a; = f[xg, ..., Xi]-
Ako koeficijente u formuli za Newtonov interpolacijski polinom zamijenimo podijeljenim
razlikama prema tablici koju smo prethodno formirali, Newtonov oblik interpolacijskog
polinoma izgleda ovako:
Pn(x) = flxol + flxo, x1](x — x0) + flx0, x1, %] (x — x0) (x — %) + -+ +
+f [xo, o X ] (= 2x0) (x — 1) -+ (X — 1),

U tablici podijeljenih razlika podebljali smo neke ¢lanove. Ti ¢lanovi oznacavaju ,gornji rub®, i
oni su nam najbitniji kod izraGuna Newtonovog interpolacijskog polinoma. On se moze

izraCunati u jednom jednodimenzionalnom polju. [18]

4.4.1. Algoritam za izraéun podijeljenih razlika

Srz algoritma za izraCun podijeljenih razlika, to jest ,gornjeg ruba“ tablice podijeljenih
razlika glasi:
zai=1donradi{

zaj=ndoiradi{

fUl=GWl=fU = 1D/&U] ==l = i)

L

Kad algoritam zavrsi, ,gornji rub“ f[x,, ..., x;] se nalazi, redom, u polju f. [18]
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4.4.2. GreSka Newtonovog interpolacijskog polinoma

lako se greska koju smo pokazali za Lagrangeov oblik interpolacijskog polinoma moze
koristiti i za Newtonov oblik, greSku za Newtonov oblik interpolacijskog polinoma mozZemo
pokazati i pomocu podijeljenih razlika.

Neka je x,,, realan broj koji ne pripada skupu ¢vorova {x, X1, ..., X, }. Konstruiramo
novi interpolacijski polinom p,, ;1 koji prolazi ¢vorovima xy, ..., Xp41:

Prs1(x) = flxo] + (x — x0) f[x0, x1] + (x — x0) (x — x1) f[%0, 21, x2] +
+ b (00— x0) o (0 — X)) f X0, X1y ey X ] +
+(x — x0) -+ (x = x0) f [ X0, X1, +ve) Xg1]
= pn(x) + (x — x0) -+ (x — x) f[X0, X1, v, Xy1]-
Bududi da je
Prs1(Xnt1) = f(Xns1)
imamo
f(nt1) = Pr(xn1) + (ongr — %0) =+ (s — X0 flx0, X1, oo Xyl

Ako se ovaj izraz usporedi s ocjenom greSke opceg interpolacijskog polinoma

wp (Xp41)
f(xn+1) - pn(xn+1) = ﬁf(n+1) (‘f);
gdje je & neki proizvoljni broj izmedu xq i X411, @ W, = (X — xg) (x — x1) -+ (X — xp,),
slijedi da je
D)
flxo, %1, o) X, Xp44] = e
odnosno (jer je x,, ;1 proizvoljan)
fFE
f[xo,xl, ...,xn,x] = m

Na kraju se dobije
f(X) - pn(x) = (Un(X)f[XO,Xl, ...,xn,x].
Ako pretpostavimo da se u polju f na mjestu i nalazi f[x, x4, ..., x;], dobivamo algoritam za

izvrednjavanje polinoma p,, (x). [19]

4.4.3. Algoritam za izvrednjavanje p, (x)

Srz algoritma za izvrednjavanje polinoma p, (x) u tocki x ima oblik Hornerove sheme i
glasi:
sum = f[n];

zai=n—1do0radi{
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sum = sum - (x — x[i]) + f[i];
};
Na kraju se dobije da je p,,(x) = sum. [18]

Zadatak: Pronadite interpolacijski polinom drugog stupnja od funkcije f(x) =In(1+ x) sa
¢vorovima interpolacije 0, 1, 3.

a) Nadite p,(2), pravu gresku i ocjenu prave greske u tocki 2,

b) Napravite ocjenu pogreske interpolacijskog polinoma
Rjedenje:

Najprije napravimo tablicu podijeljenih razlika

Tablica 3: Tablica podijeljenih razlika za f(x) = In(1 + x)

xx/k 0 1 2
0 0
In2
1 In2 lnTZ—an_ In2
3-0 6
In4—In2 In2
3—-1 2
3 In 4

Dakle, imamo

In2
pn(x)=O-1+ln2(x—0)+<—?)(x—0)(x—1)

In2
=xIln2 ——ux(x—1).
6
a)

Polinom p,,(2) iznosi

5
pn(2) = §ln 2.

Prava pogreska iznosi

5
IF(2) = p, (2)] = |ln 22 z| — 0.056633.
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b) Da bi nasli ocjenu pogreske, trebamo tre¢u derivaciju funkcije f i njen maksimum na

intervalu [0, 3].

f'x) = () = f"(x) =

C(x+ D%’ (x + 1)¥

Kako je """ (x) padajuca i strogo pozitivna funkcija na intervalu [0, 3], njen maksimum

x+1’

se postize u tocki 0 pa je
Musy = max |f"' (ol = 1f"(0)] = 2,
2—-002-1)2-3 2
2-0e-D@-3)  _2_
2+ 1) 3

Vidimo da je ova ocjena greSke puno gora od prave pogreske.

= |f(2) —pn(2)] <

Zadatak: Potrebno je aproksimirati funkciju f(x) = e* na segmentu [0, 0.5] interpolacijskim
polinomom. U zadatku ¢emo koristiti Lagrangeov i Newtonov oblik interpolacijskog polinoma
te ¢emo vidjeti prednosti, to jest nedostatke pojedinog oblika. Pri tome ¢emo sve rezultate
zaokruziti na 6 decimala. Funkciju f(x) = e* aproksimiramo na osnovu sljedecih podataka:
[20]

Tablica 4: Funkcija f(x) = e*

k 0 1 2
Xk 0.0 0.2 0.5
£ ) 1.000000 1.221403 1.648721

Lagrangeov interpolacijski polinom drugog stupnja (posto imamo tri podatka) glasi

LG =1 (x—=0.2)(x —0.5) 1221403 (x—=0)(x—-0.5)
2= 0-02)(0—05) " (0.2 —0)(0.2 — 0.5)
(x—=0)(x—0.2)
+1.648721 = 0.634756x2 + 0.980064x + 1

(0.5-0)(0.5-0.2)
Da bi zapisali Newtonov oblik interpolacijskog polinoma moramo formirati tablicu podijeljenih

razlika:
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Tablica 5: Tablica podijeljenih razlika za funkciju f(x) = e*

k flxk] [ Xi41] fX1e X1, Xie42]
0 1.000000
1.107015
1 1.221403 0.634756
1.424393
2 1.648721

pa Newtonov oblik interpolacijskog polinoma glasi
Py(x) =1+ 1.107015(x — 0) + 0.634756(x — 0)(x — 0.2)
= 0.634756x2 + 0.980064x + 1
Pokazali smo da je interpolacijski polinom jedinstven. Prema tome bi Lagrangeov i Newtonov
oblik interpolacijskog polinoma trebao biti jednak. Medutim, njihovim usporedivanjem vidimo
da se koeficijenti uz x? razlikuju za 107°. To je zbog greSaka koje nastaju prilikom
zaokruzivanja u izracunu.

S obzirom da je f® (x) = (e¥)®) = e*,k = 1,2, ..., gredka je

If(x) = P,(x)| < M"rl lx(x — 0.2)(x —0.5)] (0 <x<0.5)

3
gdje je
My, = xem[oe’lg_(s]leﬂ = e = 1.648721

Ako uvedemo novi Evor mozemo smanijiti greSku. Stoga uvodimo x; = 0.4 pa je
f(x3) = 1.491825. Da koristimo Lagrangeov oblik interpolacijskog polinoma, morali bi cijeli
izracun poceti ispoCetka, pa ¢emo ovdje koristiti Newtonov oblik interpolacijskog polinoma.
Koristenjem Newtonove interpolacije imamo

P3(x) = P(x) + flxo, %1, %2, X3] (x — x0) (x — 21) (x — x2).

Sada moramo dopuniti tablicu podijeljenih razlika s novim évorom x;:
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Tablica 6: Tablica podijeljenih razlika za funkciju f(x) = e* s novim ¢vorom

k flxi] %o X1l | F XK Xkr1s Xier2] | X0 Xier 1) Xiea2) Xt 3]
0 1.000000
1.107015
1 1.221403 0.634756
1.424393 0.220198
2 1.648721 0.722835
1.568960
3 1.491825

Temeljem tablice imamo
P;(x) = P,(x) +0.220198x(x — 0.2)(x — 0.5)
=0.220198x3 + 0.480618x2 + 1.002084x + 1.

Greska je

If (x) — P;(x)| < M"!“ Ix(x — 0.2)(x —0.5)(x — 0.4)] (0 <x<0.5)

4
Recimo, za x = 0.3 imamo

|£(0.3) — P,(0.3)| = 0.001288
|£(0.3) — P3(0.3)| = 0.000033

4.4.4. Newtonov interpolacijski polinom za ekvidistantne évorove

Da bi zapisali Newtonov oblik interpolacijskog polinoma za ekvidistantne cvorove
moramo najprije objasniti pojam konacnih razlika. Kad imamo ekvidistantne ¢vorove koji su
ravnomjerno rasporedeni s korakom h, x; = xy +ih, i = 0,1, ...,n, umjesto podijeljenih
razlika koristimo konacne razlike. Postoje konacne razlike unaprijed i kona¢ne razlike unazad.

Konacnu razliku prvog reda unaprijed Ay; definiramo kao

Ay; = yiy1 =¥ = A% =A%, i=0,1,..,n—1
gdieje y; = f(x)), yi+1 = f(x; + h). Konaéne razlike drugog reda A?y; mogu se dobiti pomo¢u
konacnih razlika prvog reda pa tako imamo

Ay = AAY;) = AW = i) = Aipr — Ay = Wivz = Yier) — Qs — Y0

= Yi+z — 2YViy1 T Vi
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Ako nastavimo s istim postupkom dobili bi kona¢ne razlike treceg reda, itd. Vidimo da se svaka
konacna razlika moZe dobiti pomoc¢u konaéne razlike reda ispred nje pa tako imamo razliku k-
tog reda:
ARy, = A1y, — AF1y, k=0,1,..,n, i=01..,n—k.

Za izracun konacnih razlika koristimo dvije tablice: horizontalnu i dijagonalnu. | jedna i druga
tablica sadrze iste podatke, ali je njihov nacin prikazivanja tih podataka razli¢it. Ovdje ¢éemo
prikazati obje tablice. Za danu tablicu s (n + 1) ¢lanova, mozemo izra¢unati (n — 1) konacénu
razliku 1. reda, (n — 2) konacne razlike 2. reda,.., 2 konacne razlike (n — 1)-og reda ijednu

konacnu razliku n-tog reda. [6]

Tablica 7: Horizontalna tablica konacnih razlika

X; Vi Ay; A?y; A3y; Aky;
Xo Yo Ay, Az)’o AZ)’O Ak}’o
X1 V1 Ay, AZ)’1
Ay s
Azyn—z
Ayn—l
Xn Yn

Tablica 8: Dijagonalna tablica konacnih razlika

X; Vi Ay; A%y, A*y;
X0 Yo
Ay
X1 Y1 A%y,
Ay,
Ay,
Ayn-;
Xn-1 Yn-1 Ay,
Ayn-1
Xn In
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Za iste tablice moZemo definirati konacne razlike unazad. To radimo na sljedeci nacin.
Voy, =y, i=01,..,n
Viyi =yi = ¥iea =V = Vi, i=12,..,n

Vky, = VE-1ly, — vE-1y. ., i=k ..,n (k=23,..,n).
Vidimo da je
AY; = Yiv1 — Vi = VYisa.
Veza izmedu konacnih razlika unaprijed i konacnih razlika unazad moze se definirati kao [21]

ARy, = VEy 4, k=0,1,..,n, i=01,..,n—k.

4.4.4.1. Prvi Newtonov interpolacijski polinom
Uz pomo¢ tablice konacnih razlika vidimo da su koeficijenti kod Newtonovog oblika
interpolacijskog polinoma jednaki

o = a =3’1‘J’0=AJ’0 0 = Y2 —2y1 + Yo =A2Y0
0TV M T T R T )t —x) 2R
to jest
Akyo
ak=m, k=0,1,...,Tl.

Kad to uvrstimo u Newtonov oblik interpolacijskog polinoma

Pn(x) = ag + a1 (x — x¢) + az(x — x0) (x — x1) + - + @ (x — x0) (x — x1) =+ (x — Xp—1)
dobijemo prvi Newtonov interpolacijski polinom, to jest Newtonov interpolacijski polinom za
interpolaciju unaprijed

Ayo A%y, Ay,
NAG) = yo + 7 (2 = %0) + 553 (2 = %) (& = 31) o004~ (6 = %)+ (& = Xnos).
Da pojednostavimo izraz uvedemo ¢lan u,

X=X
u=—

pa je prvi Newtonov interpolacijski polinom sada oblika [6]

A A? A"

Ni(x) =y, + You+ you(u— 1)+ -+ you(u -1 (u—-n+1).

N 2! n!
Greska interpolacije funkcije f(x) koju radimo prvim Newtonovim interpolacijskim
polinomom N/ (x) glasi
|An+1y|
I — — cee —

A™*1y uzima najveca vrijednost po svim apsolutnim vrijednostima konacéne

pri éemu se za

razlike (n + 1)-og reda u odgovarajuc¢im ¢vorovima, m}gxlAn“ykl. [15]
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4.4.4.2. Drugi Newtonov interpolacijski polinom
U ovom se slu€aju trazi interpolacijski polinom od ¢vora x, preko Newtonovog
interpolacijskog polinoma kaiji je u obliku
NI (x) = by + by (x — x) + by(x — x,) (x — xp_1) + -+ + b (x — x) ... (x — 7).

Koeficijente by, odredimo iz svojstva N (x,) = vy, k = 0,1,...,n. Zamjenom x = x,,

X = Xp_q1, .., X = Xg U gornju formulu N (x) dobije se
Yn = Yn-1 _ AYn-1
b = , b = =
0= Yn L e — X, n
to jest
Ayn—k
bk:W, k:0,1,...,7’l.
Ako uvedemo ¢lan v radi pojednostavljenja izraza,
X —Xp
V= o

dobivamo drugi Newtonov interpolacijski polinom ili Newtonov interpolacijski polinom s

konacnim razlikama unazad [6]

n

Ay
n!

Ay, A%y,
Ni(x) =y + yln'1v+ }2;? 2o+ 1)+ +

Greska interpolacije funkcije f(x) koju radimo drugim Newtonovim interpolacijskim

Ov(v+1)~-(v+n—1).

polinomom N} (x) glasi [15]
n+1
RI < % lv(v + 1) - (v +n)|.

Zbog nacina formiranja prvog i drugog Newtonovog interpolacijskog polinoma, svaki od
njih pogodan je za interpolaciju ¢vorova na odredenom dijelu intervala [x, x,,]. Prvi Newtonov
interpolacijski polinom pogodan je za izvrednjavanje, to jest za procjenjivanje vrijednosti
¢vorova koji se nalaze u prvoj polovici intervala [xg, X,,], odnosno u okolini tocke x,, a drugi
Newtonov interpolacijski polinom koristimo za interpolaciju ¢vorova koji se nalaze u drugoj

polovici intervala [xg, x,,], to jest u okolini to¢ke x,,.

Zadatak: Zadana je tablica funkcijom f(x):

Tablica 9: Zadatak- ekvidistantni ¢vorovi

x 10 15 20 25 30 35 40 45 50
f(x)|0.2576 | 0.3415 | 0.4222 | 0.4991 | 0.5716 | 0.6392 | 0.7015 | 0.7573 | 0.8084

Potrebno je izracunati f(13) i f(48).
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Rjedenje:

Da bi rijeSili zadatak, najprije moramo formirati tablicu konacnih razlika:

Tablica 10: Zadatak-ekvidistantni ¢vorovi: tablica konacnih razlika

x y Ay A%y A3y Aty

10 0.2576
0.0839

15 0.3415 —0.0032
0.0807 —0.0006

20 0.4222 —0.0038 0
0.0769 —0.0006

25 0.4991 —0.0044 0.0001
0.0725 —0.0005

30 0.5716 —0.0049 0.0001
0.0676 —0.0004

35 0.6392 —0.0053 0.0002
0.0623 —0.0002

40 0.7015 —0.0055 0
0.0558 —0.0002

45 0.7573 —0.0057
0.0511

50 0.8084

Tocka 13 nalazi se u prvoj polovici zadanog intervala [10,50] pa ¢emo za izraCun vrijednosti

f(13) koristiti prvi Newtonov interpolacijski polinom:

u(u—1 u(u—1Dwm -2
Né(x) = 0.2576 + 0.0839u — 0.0032 % —0.0006 ( 2( )
gdje je
X _.XO
u= P h =25, xo = 10, x =13,
dakle,
_13-10 06
u = 5 = U.0.

Temeljem toga priblizna vrijednost funkcije f(x) u tocki 13 glasi

f(13) =~ Ni(13) = 0.308209.
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Ocjena greske iznosi

At 0.0002
E - D - 2 - 31 =

Posto je tocka 48 na kraju intervala [10,50] za izracun vrijednosti f(48) koristit éemo drugi

R < 06:04-1.4-24=6.7-1075.

Newtonov interpolacijski polinom:

v(v+1 viv+1)(v+2
Né’(x)=O.8084+0.051117—0.0057%—0.0002 ( 2( )
gdje je
X — Xg
V= P h =35, xg = 50, x = 48,
paje
_48—50_ 0.4
V= z = A,

f(48) ~ Ni(48) = 0.788657.
Ocjena gredke iznosi

|A%y| 0.0002

T v+ D@ +2)(v +3)| = 04-0.6-1.6-2.6=83-107°.

RY <
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5. Numeri¢ko deriviranje

Problem koji ¢e se ovdje rjeSavati je kako aproksimirati derivaciju funkcije f, koja je
derivabilna, u nekoj to¢ki x, i njezinim susjednim to¢kama x4, ..., x,, koriste¢i samo vrijednosti
funkcije f u zadanim to¢kama. Dakle, numeri¢ko deriviranje mozemo objasniti kao postupak
pribliznog izracunavanja derivacije funkcije zadane tablicom (x;, f(x;)), poSto nam funkcija f
nije poznata analitiCki. Isto tako, numeri¢ko deriviranje mozemo koristiti ako nam je analiticki
izraz funkcije f previSe kompleksan. Svojstvo numerickog deriviranja je to da je manje to¢no
od interpolacije. [22] [23]

Niz tabli¢nih podataka moze se derivirati: [24]

i) Deriviranjem interpolacijskih funkcija (polinoma), kao i
i) Metodama za deriviranje (razne formule za deriviranje koje su izvedene iz

Taylorovog polinoma, Newtonovog interpolacijskog polinoma, konacnih razlika,...)

5.1. Deriviranje interpolacijskih funkcija (polinoma)

Po definiciji je

fx+h) - fix)
- :

Ako su tocke x;, x;,, dovoljno blizu, to jest h = x;,, — x; dovoljno mali, onda je

f,(xi) ~ f(xi+1)h_ f(xi) ’

Gornji izraz predstavlja derivaciju interpolacijskog polinoma 1. stupnja, provu¢enog kroz

f'Co) = lim

¢vorove x; i x;,1. Da bi formula Sto bolje aproksimirala prvu derivaciju funkcije, razlika izmedu
évorova X; i x;,1, to jest h, bi trebala biti ¢im manja, uz pretpostavku da je funkcija f dovoljno
glatka. Medutim, to ve¢inom vrijedi samo u teoriji poto u praksi izmjereni podaci imaju neku
pogresku, u najmanju ruku zbog greske koja se javlja prilikom zaokruzivanja. [5]

Ako je interpolacijski polinom p,, stupnja ve¢eg od 1 i ako funkciju f aproksimiramo tim
polinomom na segmentu [a, b] gdje je polinom p,

Pn(x) = ag + a;x + ayx? + - + a,x™,
tada za x € [a, b] vrijedi
f(x) = pp(x).

Postupak je isti i kod odredivanja derivacija viSeg reda [24]

f'(x) = ph(x) = a; + 2a,x + 3asx? + -+ na,x"1,
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f'"(x) = p(x) = 2a, + 6azx + -+ nn— Da,x" 2

Zadatak: Odredite vrijednost derivacije funkcije u to¢ki x = 4.2 na temelju tablice.

Tablica 11: Zadatak-derivacija u to¢ki x = 4.2

x 4.1 4.2 4.3
f(x) 0.243902 0.238095 0.232558

Najprije moramo odrediti interpolacijski polinom nekom od metoda koje smo prije objasnili pa
tako imamo polinom drugog stupnja
p2(x) = 0.5672x? — 4.76583x + 10.249173.
Nakon toga dobiveni polinom deriviramo i dobije se
ps(x) = 0.5672x — 4.76583.
Kad uvrstimo zadanu tocku x = 4.2 u gornju jednadzbu dobivamo vrijednost prve derivacije u
toj tocki:
py(4.2) = 0.5672 - 4.2 — 4.76583 = —2.38359.

Ako znamo da su vrijednosti u tablici dobivene preko formule f(x) = % mozemo odrediti toénu

vrijednost derivacije u zadanoj tocki te tako usporediti dobivene rezultate kako bi vidjeli kolika

je greska.

1 1
f'(42) = == = =755 = —0.056689

|f(4.2) — p,(4.2)| = 0.000024.

Opcenito, ako je poznata greSka interpolacijskog polinoma e, onda ¢e biti poznata i
pogreska derivacije e,,. Dakle, imamo
fO) = pu(x) + en(x),
gdje je p,,(x) interpolacijski polinom napisan, recimo, u Newtonovoj formi
pn(x) = flxo] + (x — x0) fx0, x1] + -+ + (x — x0) =+ (x — xn—1) f [x0, X1, e, X3 ],
a e, (x) greska interpolacijskog polinoma

_ w(x) (n+1
en(x) = mf ().

Ako deriviramo interpolacijski polinom, a zatim uvrstimo x = x, dobivamo

Pn(x0) = flxo, 1] + (xo — x1) f[x0, X1, X2] + -+ (%o — x1) =+ (Xo — X 1) f [X0, e s X .

Ako pretpostavimo da funkcija f ima jo$ jednu neprekidnu derivaciju, onda dobivamo i da je
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f©)

n+ 1) (x0 — x1) =+ (o — Xy).

en(xo) =

Dakle, p;,(x,) je aproksimacija derivacije funkcije f u tocki x, i vrijedi [22]
f'(x0) = pn(x0) + en(xo).
Neki nedostatci numeri¢kog deriviranja interpolacijskog polinoma koje mozemo izdvoijiti
su: moguénost puno vece greske od same interpolacije, a ono moze biti i raCunski zahtjevno.
[24]

5.2. Metode za deriviranje

Ovdje ¢emo se susresti s formulama za numeri¢ko deriviranje koje su dobivene iz
Taylorovog razvoja polinoma i formulama izvedenih iz konacénih razlika.
Kod koristenja Taylorove formule moramo najprije uvesti sljiede¢e oznake
vi=f),  yi=f'(x) h=x4-x  i=01.,n
Ako u Taylorovu formulu prvog reda,
f) = f(xo) + f(x0) (x = xo)

uvrstimo x = x; dobivamo

Y1 = Yo+ Yoh
odnosno
o Y1~ Yo
Yo h .
Jednako tako mozemo, za x = x; napisati [5]
p_Yir1 — Vi
yl h "

Formule za numeri¢ko deriviranje mogu se izvesti i iz konacnih razlika unaprijed, ali i
konacnih razlika unatrag. Rezultat koji se dobije isti je kao kod formula dobivenih Taylorovim

razvojem. Dakle, imamo

v SO+ h) = f(x)
f(xi)—}ll_r}g A ,

i ako uzmemo pribliznu vrijednost gornjeg izraza dobivamo formulu za kona¢nu razliku prvog

reda unaprijed, kojom se moze aproksimirati prva derivacija funkcije f

O LSRRI (]

Na isti naCin moze se koristiti i konacna razlika prvog reda unazad [24]

fx) = f(x; —h)
" :

') =
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Zadatak: Odredite vrijednost derivacije funkcije f u tocki x = 4.2.

x 4.1 4.2 4.3

f(x) 0.243902 0.238095 0.232558

Konacdna razlika prvog reda unaprijed:
f(43) - f(4.2) _ 0.232558 — 0.238095

42 =—=—"0 01 = —0.05537
Konacdna razlika prvog reda unazad:
4.2) - f(41 0.238095 — 0.243902
f'(4.2) @D 7D = —0.05807

42—-41 0.1

Ako znamo da su vrijednosti u tablici dobivene funkcijom f(x) = % imamo

1 1
f (42) = —F = —m = —0.056689

mozemo vidjeti i greSku konacne razlike prvog reda unaprijed

|—0.056689 — (—0.05537)| = —0.001319,

kao i greSku konacne razlike prvog reda unazad

|—0.056689 — (—0.05807)| = 0.001381.
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6. Hermiteova interpolacija

Lagrangeov interpolacijski polinom formirali smo na temelju podataka o to¢kama kroz
koje krivulja treba prolaziti, a Hermiteov polinom formira se na temelju podataka o toCkama
kroz koje krivulja treba proci, ali i o podacima o vrijednostima derivacija funkcije u tim to¢kama.
Dakle, osim vrijednosti funkcije f u évorovima, zadane su i vrijednosti derivacije te funkcije u
¢vorovima. [25]

Sada ¢emo objasniti egzistenciju i jedinstvenost Hermiteovog polinoma.

Teorem. Postoji jedinstveni polinom h,, ., Stupnja najviSe 2n + 1, koji zadovoljava
interpolacijske uvjete
hons1(x) = fi) hons1(x) = f, i=0,..,n
gdje su x; medusobno razlicite tocke i f;, f;' zadani realni brojevi.
Dokaz. Egzistenciju polinoma h,, ., (x) dokazat éemo konstrukcijom baze, sli¢no kao i kod
Lagrangeovog oblika interpolacijskog polinoma. Neka su
hio(0) = [1 = 2(x — x)€i(x)]€3 (x)
hi1 (%) = (x — x) 3 (x),
gdje su ¥¢; funkcije Lagrangeove baze koje smo susreli kod Lagrangeovog oblika

interpolacijskog polinoma

MoZemo provjeriti da su h; o(x) i h; 1 (x) polinomi stupnja 2n + 1 koji zadovoljavaju sljedece
relacije
hio(x;) = 8, hia(x) =0,
hg,O(xj) =0, hl{,l(xj) = 6, i,j=0,..,n

gdje je 6;; Kroneckerov simbol. Ako se polinom definira kao

n

Panin@) = ) (fihio0O) + fihia (@),

i=0
lagano se provjeri da h,, ., zadovoljava uvjete teorema. Jedinstvenost tog polinoma moramo
posebno dokazati. Neka je g,,4+1(x) polinom koji takoder ispunjava interpolacijske uvjete
teorema. Tada je hypiq(X) — qane1(x) polinom stupnja ne ve¢eg od 2n + 1, s dvostrukim
nultoCkama u svakom &voru interpolacije x;, odnosno barem 2n + 2 nultocke, Sto je moguce

samo ako je taj polinom jednak nuli.
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Polinomi h;o, h;; zovu se Hermiteove baze, a polinom h,,,; nazivamo Hermiteovim

interpolacijskim polinomom. Ti polinomi oznaCavaju seis H,, n € N,. [22]
Hermiteovi polinomi zadovoljavaju rekurzivnu relaciju
Hp1(x) — 2xHy (x) + 2nHy 1 (x) =0
uz pocetne uvjete Hy(x) = 1, H;(x) = 2x. [26]
Prvih nekoliko Hermiteovih polinoma:
Hy(x) =1,
H,(x) = 2x,
Hy(x) = 4x? — 2,
Hi(x) = 8x3 — 12x,
H,(x) = 16x* — 48x2% + 12,
Hs(x) = 32x° — 160x3 + 120x,
Hg(x) = 64x° — 480x* + 720x? — 120.
n-ti Hermiteov polinom H,, je rieSenje diferencijalne jednadzbe [26]
y'" —2xy'+2ny =0.

Sljedeca slika prikazuje nekoliko prvih Hermiteovih polinoma.

H nix)

i
ha
i
=k
th
i
=
I
=]
14
=]
=]
th
-
-
tn
ra

x

Slika 4:Prvih nekoliko Hermiteovih polinoma

Izvor:[www.mathepedia.de/html/a_analysis/8_dim1/f_spezfunc/c_spezpolynome/Hermite.asp
x?w=500&h=400]
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Hermiteov interpolacijski polinom moze se napisati i u Newtonovoj bazi. ToCke interpolacije
biti ¢e x, xg, X1, X1, ..., X, X,. Vidimo da je svaki Evor dvostruki. Neka su x, i x; = xy + h dva

¢vora i pustimo da h — 0. Tada imamo

flx0,%0] = }li_r)r(l)f[xo,xo + h]

o fOo+h)—f(x)
= lim A = f'(x0)-
Za ponovljene ¢vorove podijeljene razlike se definiraju kao
, f”(X') f(n) (x)
f[xi!xl'] = f (Xi), f[xil Xi, xi] = 21 ' ) f[xii ---lxi] = Tl

Ostale podijeljene razlike raCunaju se na uobiajeni nacin. To ¢éemo prikazati na sliedecoj
tablici. [27]

Tablica 12: Tablica podijeljenih razlika za Hermiteovu interpolaciju

Xk fxk] [ Xiewa] X Xier1s Xier2] flxo, oos xn]

Xo f o]
f'(x0)

Xo f[xo] f X0, %0, %1]

f %0, x4]

X1 flxi] f[x0, %1, x1]
f'(x1)

X1 flx] f x4, %1, %2]

Xn flxnl f[Xn—1, X, Xn]
f'(xn)

Xn flxn]

Hermiteov interpolacijski polinom sada izgleda

han+1(0) = flxol + £ (xo) (x — x0) + f [x0, X0, %0l (x — %0)* +
+f[x0; X0, X1, xl](x — xo)z(x — xl) + .+

+f[x0'x0' ""xn'xn](x - xO)Z (X - xn—l)z(x - xn)-
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Zadatak: Odredimo Hermiteov interpolacijski polinom za funkciju f (x) zadanu tablicom: [28]

Tablica 13: Zadatak- Hermiteova interpolacija

X f(x) f'(x) £ (x)
0 -1 -2 —
1 0 10 40

Iz tablice vidimo da je ¢vor x, = 0 dvostruki, a x; = 1 trostruki ¢vor, pa je ovaj polinom oblika
Py(x) = f(xo) + flxo, %01 (x — x0) + fxg, %o, x1](x — x0)?

+ flxo, X0, X1, 1] (x — xo)z(x —x1) + fx0, X0, X1, X1, %1 ] (x — xo)z(x - xl)z-

Koristeci definiciju podijelienih razlika i svojstvo f[x;, ..., x;] = % slijedi da je
flxo, x0] = f'(xo) = =2
PR SR
e - - (xl - - (f'(xl) - %) - f[xo,xo,x1]> 6
A iXO (X1 ixo (f ”gxl) - ){1 '(_x;)o i ((’;11)__ ;) ()’;°)> - f[xo,xo,xl,x1]>

=5
pa tako imamo
Py(x) =—1—2x+3x%2+6x%(x—1) +5x%(x — 1)? = 5x* — 4x3 + 2x% — 2x — 1.

6.1. GreSka Hermiteove interpolacije

Pogresku Hermiteove interpolacije mozemo dobiti na sli€an nadin kao i pogresku
Lagrangeove interpolacije, samo $to moramo iskoristiti da je h,,41 Stupnja 2n + 1 , a oblik

polinoma &vorova w, (x) = w?(x). Tako pogreska kod interpolacije Hermiteovim polinomom

Ryn1 funkcije f € CC™ D [x, 0 Xmax] U + 1 &vorova xy, ..., x,, glasi

FeRE

e(x) = f(x) — hyps1(x) = it (x),

gdje su w i & definirani isto kao i u pogresci Lagrangeovim interpolacijskim polinomom. [27]
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7. Optimalni izbor ¢vorova interpolacije

7.1. lzbor stupnja polinoma

Ako imamo ekvidistantne interpolacijske ¢vorove, za izbor stupnja polinoma koristi se
kriterij koji slijedi iz medusobne veze derivacija polinoma i konacnih razlika. Funkcija se ponasa
kao polinom m-tog stupnja ukoliko su kona¢ne razlike m-tog reda priblizno konstantne, to jest
razlike (m + 1)-og reda priblizno jednake nuli. Zbog tog se razloga za stupanj interpolacijskog
polinoma bira m. Analogan kriterij konstantnih podijeljenih razlika primjenjuje se kada &vorovi

nisu ekvidistantni. Definiranje i primjena toga kriterija nisu uklju¢eni u ovaj rad. [1]

7.2. lzbor ¢vorova interpolacije

Posto je za stupanj interpolacijskog polinoma odabran m, pitamo se kako izabrati skup od
(m + 1) susjednih interpolacijskih ¢vorova xy, Xx 41, ) Xg+m» (0 < k < n —m). Apsolutna
vrijednost produkta koji je definiran évorovima interpolacije i koji figurira u izrazu za greSku

interpolacije,

() = km(x - x1),
m+1
i=k

ima minimum u sredini intervala [xy, X ., ] Zato se interpolacijski ¢vorovi biraju tako da tocka
x, u kojoj se racuna vrijednost funkcije bude $to bliza sredini intervala [x;, Xy 4 m]- [1]

Prvi koji je uoCio probleme koji nastaju kod interpolacije s ekvidistantnim ¢vorovima,
odnosno interpolacije na ekvidistantnoj mrezi bio je njemacki matemati¢ar Runge. On je
konstruirao funkciju sa svojstvom da niz Newtonovih interpolacijskih polinoma na
ekvidistantnoj mrezi ne konvergira prema toj funkciji. Ovdje ¢emo prikazati grafove
interpolacijskih polinoma stupnjeva 1 — 6 koji interpoliraju funkciju f(x) =log(x) za x €
[0.1, 10] na ekvidistantnoj mrezi kako bi vidjeli slicna svojstva koja je uocio i Runge. Prvo ¢emo
prikazati interpolacijske polinome na ekvidistantnoj mrezi, a zatim gredke tih polinoma.

Funkcija je prikazana crnom bojom, a interpolacijski polinomi crvenom. [29]
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Ekvidistantna mreza,

polinom stupnja 1.

Ekvidistantna mreZa, polinom stupnja 2.

Y Y
1 1
1 2 3 4 7 8 9 10 2 3 4 5 6 7 8 9 10 z
1 —1

FEkvidistantna mreza,

polinom stupnja 3.

Ekvidistantna mreza, polinom stupnja 4.

Ekvidistantna mreza,

polinom stupnja 5.

Ekvidistantna mreza, polinom stupnja 6.

Slika 5: Interpolacijski polinomi stupnja 1-6 na ekvidistantnoj mrezi
Izvor: [29]
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¥ ]
1 1
0.5 f\ 05 (\
12 3 4 5 6 7 & 0 10 1’ 1 2 3 4 5 T —F—=8—70 10 x
05 —0.5
Ekvidistantna mreza, greska polinoma stupnja 1. Efvidistantna mresa, greska polinoma stupnja 2.
Y Y
0.5 0.5
" [\ " /\
1 2 3 T—5—06 7 & 0 10 T 1 2 3 4 5 6 7 8 0 10 T
—0.25 —0.25
—0.5 0.5
Ekvidistantna mreza, greska polinoma stupnja 3. Ekvidistantna mreza, greska polinoma stupnja. 4.
Y Y
0.2 /\ 0.25 /\ /
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 T 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 z
—0.95 —0.25
Ekvidistantna mreza, greska polinoma stupnja 5. Ekvidistantna mreza, greska polinoma stupnja 6.

Slika 6: GreSke interpolacijskih polinoma stupnja 1-6 na ekvidistantnoj mrezi
Izvor: [29]

Ako se u tom primjeru umjesto ekvidistantnih Cvorova interpolacije koriste
neekvidistantne, toénije tzv. Cebidevljeve tocke na intervalu [a, b],
1 2k +1
X =§(a+b+ (a—b)cosm>,

onda ée rezultat biti bolji, a greSke manje. Uzlazno poredane CebiSevljeve tocke na intervalu

[a, b] su oblika [29]

1 2k+1
Xy =E<a+b+(a—b)cosg>,

2n+ 2

44



Ovdje ¢emo prikazati kako je funkcija f(x) = log(x) za x € [0.1,10] interpolirana
Cebisevljenim polinomima stupnja 1 — 6, a prikazat éemo i njihove greske. Isto kao i prije,

funkcija je crne boje, a interpolacijski polinom crvene.

y Y
1 1
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 T 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 x
1 -1
Cebisevljeva mreza, polinom stupnja 1. Cebigevljeva mreza, polinom stupnja 2.
Y Y
E 1
23 4 5 6 7 8 9 10 T 2 3 4 5 6 7 8 9 10 x
1 _
Cebisevljeva mreza, polinom stupnja 3. Cebisevljeva mreza, polinom stupnja 4.
Yy Yy
1 1
i 2 3 1 5 6 7 & o 1o = 23 45 67T 8 9 10
/ )
Cebisevljeva mreza, polinom. stupnja. 5. Cebisevljeva mreza, polinom stupnja 6.

Slika 7: Interpolacijski polinomi stupnja 1-6 na CebiSevljevoj mreZi
Izvor: [29]
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y v
0.25 0.25
\
2 3 4 5 6 7 8 0 “th—_ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 T
05 —0.5
1 -1
Cebisevljeva mreza, greska polinoma stupnja 1. Cebisevljeva mrea, greska polinoma stupnja 2.
y y
0.125 S~ 0.125 S~
1 2 3 156 7 8 9 10~_= 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 z
—0.25 —0.25
—0.5 —-0.5
Cebisevljeva mreza, greska polinoma stupnja 3. Cebisevljeva mreza, greska polinoma stupnja 4.

0.1 /_\ 0.1 [\ /

1\2—’3’/456780m\1 1™~ 3 4 5 6 7 & 0 10 <

—0.25 -0.25

Cebisevljeva mreza, greska polinoma stupnja 5. Cebigevljeva mreza, greska polinoma stupnja 6.

Slika 8: Greske interpolacijskih polinoma stupnja 1-6 na CebiSevljevoj mreZi
Izvor: [29]

Vidimo da Cebievljeve tocke bolje aproksimiraju zadanu funkciju od ekvidistantnih
¢vorova s povecanjem stupnja, a i greske tih polinoma su puno manje. Na slikama su grafovi
gresaka skoro pa identiéni, ali skala na y osi kod CebiSevljeve mreZe puno je manja. PokaZimo
zasto su CebiSevljeve tocke bolji izbor za minimizaciju pogreske, odnosno optimalni izbor
¢vorova interpolacije od ekvidistantnih ¢vorova. Znamo da greska interpolacijskog polinoma

stupnja n iznosi

(x — x¢) -+ (x — xp)
(n+1)!

Ideja koja se koristi za optimalni izbor €vorova interpolacije je minimizacija faktora koji ovisi

f) =pn(x) = FD.

samo o ¢vorovima, a to je
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(x —x0) -+ (x — xn).
Minimizacija se provodi globalno, preko cijelog intervala [—1, 1], i to uniformno — u max formi.

Tocke interpolacije x; € [—1, 1] biraju se tako da minimiziraju

_max [(x = xo) - (x — xn)| (8)

i tako dobivamo problem minimaks aproksimacije. Ovdje koristimo Cebievljeve polinome

(prve vrste) i jedno njihovo svojstvo, a to je

1

Minimum u jednadzbi (A) dobit ¢emo ako stavimo

1
Z_n TTl+1 (X),

a minimalna vrijednost bit ¢e 1/2". Odatle ¢itamo da su ¢vorovi xy, ..., x,, nulto¢ke polinoma

(x=x) = (x = xp) =

T +1, 1 glase, kao Sto smo vec prije naveli, u silaznom poretku,

3 2k + Dm k=0
Xy = cos|—————], =0,..,n.

Uzlazni poredak ¢vorova glasi [29]

<(2(n —k)+ 1)71)
Xj = COS , k=

2n + 2

Na nekom intervalu [a, b] uzlazno poredane Cebisevljeve tocke su [18]

_a+b+b—a Qn—-k)+Dn

X = > > * COS S , k=0,..,n

Sada ¢emo na primjeru pokazati interpolacijski polinom na ekvidistantnoj i
Cebisevljevoj mrezi, kao i ocjenu greske polinoma. Za funkciju

1
[0 =115

na intervalu [—1, 1] potrebno je pronaci interpolacijski polinom stupnja 2 na ekvidistantnoj i

Cebisevljevoj mrezi. Treba napraviti i uniformnu ocjenu greske. [13]

Rjesenje:

Ekvidistantna mreza

X2 = Xo _ 1—(—1)_
2 2

xO = _1, X1 = 0, Xy = 1.

xX; = xg + ih, h= 1,

Ekvidistantna mreza sastoji se od &vorova —1, 0 i 1. Tablica podijelijenih razlika za

ekvidistantne ¢vorove izgleda ovako
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Tablica 14: Zadatak- ekvidistantna i Cebisevijeva mreza, tablica podijeljenih razlika

k
0 1 2
Xi
-1 1/26
25/26
0 1 —25/26
—25/26
1 1/26

Interpolacijski polinom stupnja 2 tada je oblika
25 25 25
p2(x) = %+%( x+1) oo+ Dx=1-—=x%
Cebisevijeva mreza
Kod CebiSevlieve mreZe &vorovi su dani kao nultodke polinoma T,.,, to jest T3(x) =
cos(3 arccos x), a za njih vrijedi
Qi+ Drm ,
xi=(ms———g———, i=012
pa tako imamo
s V3 3n 5n V3
x0=cos(g)=7, x1=cos<?)=0, x2=cos<?)=——.
Tablica podijeljenih razlika za Cebisevljeve &vorove izgleda ovako.

Tablica 15: Zadatak- ekvidistantna i Cebievijeva mreza, tablica podijeljenih razlika 2

k
0 1 2
Xi
& &
3 79
150
793
0 1 100
79
150
793
V3 +
- 79
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Interpolacijski polinom kod Cebigevljeve mreZe tako je oblika

(o) = & _ 150 V3) 100/ 3\ _ . 100 ,
P9 T e3\Y T2 ) T\ T2 )T T e
Za ocjenu pogreske potreban nham je maksimum |f(3)(x)| na intervalu [—1, 1]. Kako je
, 50x
F0 =~ s
. 50(1 — 75x2%)
f7e0 =~ (14 25x2)3"’
() = 15000 2% —*
[ = (1 + 25xD)*
15000
(4 - 4 _ 2
2 (x) 1+ 25225 (3125x* — 250x“ + 1),

trebamo pronadi rjeSenje jednadzbe
3125x* — 250x2 +1 =0 < 3125u®> —250u+1=10
i dobijemo
5425
125
pa su nulto¢ke Cetvrte derivacije

xllz = i0275, X3,4 = i006498

_5-245

Uy = 0.075777, Uy, = 25 0.004922

Da bi se pronagao maksimum |f®(x)| na zadanom intervalu [—1, 1], potrebno je pogledati
vrijednosti od |f(3) (x)| u todkama ekstrema i u rubovima, a kako je f(x) neparna funkcija,
dovoljno je pogledati samo za pozitivhe to¢ke. Tako imamo
IF® (x| =52.62, |f®(x3)| =583.57, |fF®)|=0.787.
max ]|f<3>(x)| = 583.57.

x€[-1,1
U ovom je sluaju ocjena maksimuma neefikasna. Za uniformnu ocjenu greSke kod
ekvidistantne mreze potrebno je pronadi

xg[l—al),(l]l(x + Dx(x — 1)].

Sada promatramo polinom s(x) = x3 — x. On postize ekstreme u todkama il/\/§ i po

apsolutnoj vrijednosti oni iznose 2\/§/9. Uniformna ocjena greske u ekvidistantnom slucaju
tako iznosi
2v/3/9

6

Za interpolacijski polinom na CebiSevljevoj mreZi vrijedi

max |f(x) —p,(x)] < - 583.57 = 37.436.
x€[-1,1]
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\/§ \/g ~ 1_(_1) 2+1_1
xé?f‘f,i]<x+7)x<x‘7>—2'<T> s

pa uniformna ocjena pogreske iznosi

1/4
—_ < — =
xén[_al)’cl]lf(x) r(x)| < 6 583.57 = 24.315.

Mozemo jo§ napomenuti da prava pogreska u slu€aju ekvidistantne mreze iznosi 0.646229, a

kod Cebisevljeve mreze 0.6005977.
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8. Cebisevljevi polinomi

U ovom éemo se poglavlju upoznati s CebiSevljevim polinomima prve i druge vrste, kao
i o njihovim raznim svojstvima. CebiSevljevi polinomi prve vrste i druge vrste, isto kao i
Hermiteovi polinomi pripadaju skupu ortogonalnih polinoma. Dva su polinoma ortogonalna ako

je njihov skalarni produkt jednak nuli. Cebigevljevi polinomi, jednako kao i Hermiteovi polinomi,

nastali su rieSavanjem diferencijalnih jednadzbi drugog reda. [26]

8.1. Cebisevljevi polinomi prve vrste

Cebisevljevi polinomi prve vrste oznagavaju se s T,, n € N,. CebiSevljev polinom prve
vrste n-tog stupnja T, jedno je od rjeSenja diferencijalne jednadzbe
(1 —x2)y" —xy' +n?y = 0.
Ti polinomi definirani su sa
T,,(cos 8) = cos(n#).

Ako uvedemo supstituciju x = cos 6 dobije se

T,,(x) = cos(narccos(x)),
gdje je x € [—1, 1], $to nam daje formulu za raéunanje Cebigevljevih polinoma prve vrste. Tako
imamo nekoliko prvih Cebisevljevih polinoma prve vrste [26]

Ty =cos0=1,
T, = cos(arccosx) = x,
T, = 2cos?(arccosx) —1 = 2x? — 1.

Sliedeéa slika prikazuje graf nekoliko prvih Cebisevljevih polinoma.

Ty ()

T5(x)

Talx)

Slika 9: Cebisevljevi polinomi prve vrste
Izvor: [18]
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Buduci da vrijedi
cosn+ 1) a+cos(n—1) a = cos(na + a) + cos(na — a)
= cosna cosa —sinnasina + cosna cosa + sinnsina
= 2cosnacosa
ako stavimo a = arccos x, dobivamo
cos((n + 1) arccos x) + cos((n — 1) arccos x) = 2 cos(n arccos x) cos(arccos x).
Pomocéu gornje jednadZbe dobivamo rekurzivnu relaciju Cebigevljevih polinoma prve vrste koja
glasi
The1(x) — 2xT(x) + Ty (x) = 0,
odnosno
Th(x) = 2x Tp_1(x) — Tp—2(x),
uz uvjete To(x) = 1i Ty (x) = x.
Odatle slijedi npr. [2]
T,(x) = 2x? — 1,
T3 (x) = 4x3 — 3x,
T,(x) = 8x* —8x2 + 1,
Ts(x) = 16x° — 20x3 + 5x,

T0(x) = 512x1° — 1280x8 + 1120x° — 400x* + 50x2 — 1.
Kao $to smo vec vidjeli kod optimalnog izbora ¢vorova interpolacije, na nekom intervalu
[a, b] uzlazno poredane Cebievljeve tocke su [18]
a+b b-—a 2n—-k)+Dn
= *

X = > + > CoS 42 , =0,..,n

Ako promatramo interval [—1, 1], postoji n razli¢itih nulto¢aka koje su dane formulom

_ 2k - D)m k=12
X = COS S =12,..,n
Cebisevljev polinom T, (x) za x € [—1,1] ima n + 1 razligitu tocku
km
Xp = COS—, k=01,..,n
n

u kojima naizmjeni¢no postize globalne maksimume i minimume, odnosno svoje ekstreme. [2]
Ovdje ¢emo dokazati svojstvo koje smo koristili kod optimalnog izbora ¢Evorova

interpolacije. [30]
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Teorem. Polinom FTn(x) ima svojstvo da medu svim polinomima stupnja n s vodec¢im

koeficijentom 1 najmanje odstupa od nule na intervalu [—1,1]. Maksimalno odstupanje tog

1

Sw=1 | ono se dostize un + 1 tocki.

polinoma je +

Dokaz. Neka je B,(x) = x™ + bilo koji polinom s vodec¢im koeficijentom 1 i neka vrijedi

P(x) < Py

gdje je |x| < 1. Potrebno je dokazati da je
1
P,(x) = FTn(x)-
U dokazivanju toga koristit éemo svojstvo CebiSevljevih polinoma koje glasi: ako je
km
X) = COS (7)
tada vrijedi

T, (x) = coskm = (—=1), k=01,..,n

Pogledajmo sada polinom

1
0() =y Tn(®) — Ru(®).
Stupanj polinoma Q(x) ne prelazi (n — 1) jer je vode¢i koeficijent polinoma zn—l_lTn(x) i P(x)

jednak 1. Vrijedi i

1
—T(x) = (-1DF, |B (x| < 1.

2n—1

Zbog toga se predznak od Q(x;) podudara s predznakom od T, (x) ili je Q(x;) = 0. Kod
prvog slu¢aja imamo da Q(x) poprima vrijednosti suprotnih predznaka u krajnjih tockama
svakog intervala [x; .1, x;]. Zato Q(x) ima nultocku u svakom od tih intervala. Ako je

Q(x;) = 0, treba se napraviti malo detaljnija analiza. U tom je slu¢aju ili nultocka dvostruka,
pa Q(x;) ima dvije nultocke na intervalu [xj,1x,],ili u jednom od susjednih intervala taj
polinom posjeduje jo$ jednu nulto¢ku. Razlog tomu je $to u toCkama xj, 1 i x;_1 polinom Q(x)
ima vrijednosti istog predznaka. Zbog toga $to ima n intervala koji se promatraju, mozemo
zakljugiti da polinom Q(x) ima barem n nultoaka na intervalu [—1, 1]. Njegov stupan;j je

(n — 1) i zato je on identi¢ni jednak nuli. To znaci da vrijedi tvrdnja

1
P(x) = FTn(x)-
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8.2. Cebisevljevi polinomi druge vrste

Cebisevljev polinom druge vrste n-tog stupnja U,,, riedenje je diferencijaine jednadzbe
(1—x?)y" —3xy' +n(n+2)y = 0.
Za taj polinom vrijedi

sin((n + 1) arccos(x))

Un(x) = sin(arccos(x))

)

gdje je x € [-1,1] in € N,. Cebisevljevi polinomi druge vrste definirani su sa
sin(n + 1)a + sin(n — 1)a = 2 sinna cos a.
Ako uvedemo supstituciju
Q = arccos x
dobivamo rekurzivnu relaciju za CebiSevljeve polinome druge vrste koja glasi
Un+1(x) = 2xUpn(x) + Up—_1(x) = 0,
uz uvjete Uy(x) = 1i U;(x) = 2x. Tako imamo nekoliko prvih Cebisevljevih polinoma druge
vrste [26]
Uy(x) =1
U,(x) = 2x
Uy(x) = 4x% -1
Us(x) = 8x3 — 4x
Uys(x) = 16x* —12x2 + 1

Ug(x) = 256x8 — 448x° + 260x* — 40x%2 + 1
Ug(x) = 512x° — 1024x7 + 672x> — 160x3 + 10x.

Sliedeéa slika prikazuje graf nekoliko prvih CebiSevljevih polinoma druge vrste.

Slika 10: Cebievljevi polinomi druge vrste
Izvor: [https://en.wikipedia.org/wiki/Chebyshev_polynomials]
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Cebisevljeve polinome prve i druge vrste moZzemo povezati sliedeéim relacijama:

To(x) = Up(x) — xUp_1(x),
Tn(x) = xUn—l(x) — Uy (x);

1
To(x) =5 (Un(x) = Up—y (),

1
Up-1(x) = 1-2 [xT (x) — Tpiq (01,
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9. Spline interpolacija

Interpolacija polinomima nije uvijek najbolje rjeSenje, pogotovo ako su u pitanju
polinomi visokog stupnja, koji se u praksi ni ne bi smjeli koristiti. Na sljedeéoj slici mozemo

vidjeti loSa svojstva interpolacije funkcije polinomom. Funkcija koja se interpolira je

1
X)=——
f 1+ 25x?%
na intervalu [—1, 1], a polinom je 5. stupnja. [31]
1
fix)
interpolacija polinonon 5. reda
ulazni podaci +
0.8 /
‘.' \
/ \
0.6 | A
A 4
e / .’.’ Y
'( \
8,2
=’ f.. 1 N* -
(] A
-8.2 -
-1 -8.5 a 8.5 1

Slika 11: Interpolacija funkcije polinomom
Izvor: [31]

Vidimo da rezultat nije bas zadovoljavajuci. Za neke tocke je greSka koju radi interpolacijski
polinom vec¢a od samog rezultata funkcije. Ako povec¢avamo stupanj interpolacijskog polinoma,
ne¢emo dobiti bolje rezultate. U takvim situacijama najbolje je rjeSenje spline interpolacija koja
interpolira podatke lokalno s polinomima, ali i globalno ostaje blizu podacima, a tako i pravoj
vrijednosti funkcije. To radi tako da povezuje interpolirane segmente na nacin da su funkcija,
kao i njezine prva i druga derivacija neprekidne. U odnosu na prethodnu sliku, povecali smo
broj ulaznih podataka kod spline aproksimacije i rezultat je puno bolji, a nema ni oscilacija kao
kod polinomne interpolacije.
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FAY ) f(x)
Nk spline interpolaci ja

0.9 | {' \ ulazni podaci +

e

———,
I

8.3 | \
8.2 | S/ N

0.1 | v e 178 s

Slika 12: Interpolacija funkcije spline-om
Izvor: [31]

Spline interpolacija je po dijelovima polinomna interpolacija funkcije f gdje na svakom

njezinom podintervalu vrijedi
‘P|[xk-1,xk] = Di» k=12,..,n
i gdje su py polinomi niskog, ali fiksnog stupnja. Kod spline-a vrijedi i
a=xy<x;<<xp,=b

gdje je [a, b] interval koji je podijelien na podintervale. Pretpostavimo da se na svakom
podintervalu [x;_q, x; ] koristi polinom m-tog stupnja. Svaki takav polinom p; odreden je s
(m + 1)-im koeficijentom. To znaéi da ukupno moramo odrediti koeficijente polinoma p;, un
podintervala, to jest

(m+1)'n
koeficijenata. Interpolacijski uvjeti su

() = fo k=0,..,n.
To znaci da za svaki polinom imamo po 2 uvjeta
Pic(Xk-1) = fr—1

Pr(xK) = fro

za k = 1, ...,n. Sveukupno je to 2n interpolacijskih uvjeta. Postavljanjem tih interpolacijskih

uvjeta osigurali smo neprekidnost funkcije ¢, jer je [22]

Pi—1(Xk-1) = Pr(X-1), k=2 ..,n
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Posto je interpolacijskih uvjeta 2n i ako moramo pronaci (m + 1) - n koeficijenata, bez
dodatnih uvjeta to mozemo napraviti samo za m = 1, odnosno za po dijelovima linearnu
interpolaciju. Za m > 1 moraju se dodati joS neki uvjeti na glatko¢u interpolacijske funkcije ¢

u ¢vorovima interpolacije. [22]

9.1. Linearni spline

Glavna ideja koristenja linearnog spline-a, odnosno po dijelovima linearne interpolacije
leZi u tome da umjesto jednog polinoma visokog stupnja koristimo viSe polinoma nizeg stupnja.
Pod polinomima nizeg stupnja najceS¢e podrazumijevamo polinome prvog stupnja.
KoriStenjem takvih polinoma dobivamo linearnu interpolaciju koja je globalno neprekinuta i ne
diferencijabilna u poznatim to¢kama x,, ..., x,, to joj znatno ograni€ava upotrebu. Ova metoda
nije komplicirana, naprotiv dosta je jednostavna za koriStenje, no njezin nedostatak je u tome
§to je relativno neprecizna. [22]

Polinom pj, stupnja 1 je na svakom podintervalu [x;_4, x) ] jedinstveno odreden. Takav
polinom zapisujemo uzimajuci u obzir po€etnu to¢ku tog intervala u obliku:

Pr(x) = co i + €1 (X — Xg—1),
gdje je x € [xyx_q1,xx], za k = 1,2,...,n. Isto tako prethodni polinom mozemo zapisati i u
Newtonovoj formi gdje e izgledati:
Pr(x) = flxp-1] + fxr—1, k] - (x = 23-1).
Iz usporedbe prethodna dva polinoma zapisana u razli¢itom obliku mozemo zakljugiti i vidjeti
sljedece:

f = fr—1

, k=12,..,n
Xk — Xg-1

Cox = flxk-1] = fi-1, Cik = flx—1, %] =

Dakle, kako bismo aproksimirali neku vrijednost funkcije f u jednoj to¢ki za koju vrijedi
X € [a,b] trebamo prvo pronaci izmedu kojih €vorova se tocka x nalazi, to jest za koji ¢e k
vrijediti x;_; < x < x;. Nakon $to smo pronasli k, moZzemo izraunati koeficijente pripadnog

linearnog polinoma. [22]

9.1.1. Algoritam za linearni spline

Kako bismo pronasli prethodno spomenuti podinterval x € [xj_4,x;], Kkoristimo
algoritam binarnog pretrazivanja. Binarno pretrazivanje funkcionira tako da prvo pronade
centralni element, zatim odbaci jednu polovicu sortirane liste, pa pretraZzuje drugu polovicu. To

pretrazivanje se nastavlja sve dok se ne pronade trazeni element ili ne ponestane elemenata
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u listi. Trajanje tog algoritma je proporcionalno s log,(n), gdje je n broj elemenata. Srz tog

algoritma je:
dno = 0;
vrh = n;

dok je (vrh — dno) > 1radi {
sredina = (dno + vrh) /2,
ako je x < polje[sredina] onda
vrh = sredina;
inace
dno = sredina;
Iy
Nakon provedenog binarnog pretraZivanja dobivamo x,_, = polje[dno], x; = polje[vrh]
gdje je polje polje svih ¢vorova koje promatramo, a pretpostavljeno je da su svi ¢vorovi
poznati. Broj ¢vorova je n.
co = funkcija(xy_q);
¢ = (funkcija(x,) — funkeija(xi-1))/ (X = Xe-);
ispisSi(co "+ "c; "(x = "xp1"M) "

Naposljetku je ispisan interpolacijski polinom.

9.1.2. Ocjena greske linearnog spline-a

Ako imamo funkciju f koja je klase C?[a,b], a [a,b] je interval na kojem
aproksimiramo, onda mozemo dobiti greSku te interpolacije. Ona je maksimalna pogreska od
n linearnih interpolacija. Ocjena greske linearne interpolacije na podintervalu [xj_,, x) ] iznosi

M3
f@ =Pl < 51 lo@,
gdje je
wl) = —xe_)@E—x), My=_max [f"(x)l.
XE[Xg-1.Xk]

Ako je razmak izmedu susjednih &vorova h, = x;, — x;_1, mozZe se definirati maksimalni

razmak susjednih ¢vorova

h= max U
pa je ocjena greske linearne interpolacije na ¢itavom intervalu [a, b]
M,h? 1
— <—=—=—-M, - 2_
fG) = @@l < 5 =gMzh
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To znadi da, ako ravnomjerno pove¢avamo broj ¢vorova, tako da h — 0, onda ¢e i maksimalna
greska teziti u 0. [22]

Ovdje ¢emo vidjeti primjer linearnog spline-a za funkciju f(x) = sinx na segmentu
[0,27]. Neka je f(x) = sinx za [0,2m]. Segment ¢e se dijeliti redom na n=1,2,...,40
podintervala.

Primjer zan = 15 u tocki x = 1.

b= 2mr—0 _ 2T
15 15
Xy € [Xp—1, Xi ], x, =1

=0+(k—-1)h <1<0+k-h/+h
(k—1)<2388<k
=k—1=2, k=3.

Tablica 16: Izracun koeficijenata linearnog spline-a za f(x) = sin x

flxx-1] f%k-1, %]

Xx—1 =~ 0.837758041 0.743144825
0.4963526

x, = 1.256637061 0.951056516

= ps(x) = 0.743144825 + 0.4963526(x — 0.837758041)

ps(1) ~ 0.823674043

sin(1) ~ 0.841470984

Greska je |f(x) — ps(x)| ~ 0.841470984 — 0.823674043 ~ 0.017796941.
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Analogno dalje dobivaju se sljededi rezultati za x = 1:

Tablica 17: Usporedba linearnih spline-ova za f(x) = sin x

n sin(x) SPLAJN Pr(x) | sin(x) — pp(x)|
3 0+ 0.413497 (x - 0) 0.413497 0.427974
4 0 +0.63662 (x - 0) 0.63662 0.204851

5 0+ 0.756827 (x - 0) 0.756827 0.0846443
14 0'7818302_ ggg;:{gzm = 0.82589 0.0155809
15 0'743143_8823§;%ggff)526 (X= " 082367404 | 0.017796941
16 0'7071007_ ;8&32)007 = 0.825569 0.0159024
27 | osara7ooss | OO ;38§f§873 (x- 0.836624 0.0048469
28 0781832 gggsssfggm (x- 0.836198 0.00527253
29 0'7621%_28;&22?09 e 0.836852 0.00461879
37 0'750675_ N 48579;919 = 0.840307 0.00116393
38 0837100 ;’92'5‘;25)405 (x- 0.840931 0.000540164
39 082238 ;62'(;‘2‘?)459 G 0.839644 0.00182715
40 RN 4gf7281)962 (x- 0.839041 0.00242963

Dalje slijedi prikaz linearnih splajnova za f(x). Prikazana je sama funkcija f (x) = sin(x), kao

i rezultati aproksimacija te funkcije linearnim spline-om u stupnjevima 3,5, 15 i 40.
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f(x)=sin(x)
n=3

n=15
n=40

IR

Slika 13: Prikaz linearnih spline-ova za funkciju f(x) = sin(x)

Iz priloZene tablice i grafa mozemo zakljuéiti da ravhomjernim poveéavanjem broja &vorova

tako da h — 0, dobivamo takoder da maksimalna greska tezi u 0.

9.1.3. Nedostaci linearnih spline-ova

Nakon §to smo upoznali i vidjeli na primjeru samu primjenu linearnih spline-ova, mozemo
donijeti nekoliko zakljuCaka oko nedostataka po dijelovima linearne interpolacije. Prvo Sto
mozemo uoCiti jest da nam je potrebno dosta podintervala kako bi dobili relativno umjerenu
to¢nost aproksimacije. Isto tako ve¢ smo prije spomenuli, a mozemo i vidjeti da sama funkcija
nije glatka kao Sto je to kod recimo po dijelovima kubi¢ne interpolacije. Prema grafovima u
primjeru mozZe se vidjeti da je funkcija neprekidna te kao takva daje kao rezultat relativnu
nepreciznost. MoZzemo uz to spomenuti i ocjenu gredke na primjeru. Uzmimo da je maksimalni
razmak po svim podintervalima 0.01 za nekih 100 linearnih interpolacija. Tada ¢e greska
aproksimacije biti reda 10~* $to potvrduje ranije spomenutu nepreciznost. Zbog spomenutih

razloga, odnosno nedostataka na svakom podintervalu koristimo polinome viSih stupnjeva.
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10. B-spline

Kada govorimo o B-spline krivuljama govorimo o grupi neprekinutih, parametarski
zadanih polinoma po dijelovima povezanih to¢kama koje zovemo kontrolne tocke. B-spline
k-tog reda je po dijelovima polinom (k — 1)-og stupnja, s (k — 2) kontinuiranih, odnosno
neprekinutih derivacija u ¢vorovima. Kad nam je zadan skup od (n + 1)-e kontrolne tocke d;,

i=0,1,..,n, gdje je d; € R?, B-spline krivulju reda k moZemo definirati kao

P(x) = (NO,k(x) . do) + (Nl,k(x) . dl) + ot (Npp(x) - dy) = Z N;(x) - d;.

i=0
N; x je osnovna , odnosno bazi¢na B-spline funkcija k-tog stupnja, k = 1,2, ....,n + 1. Imamo
(n + 1)-u takvu funkciju. B-spline bazi¢nu funkciju N; , reda k definiramo na nacin:

1, zax; < x <Xx;
k=1: Nj;(x)= {O ' Lk

, inace’
) _ — X Xitkg — X
k>1: Njg(x)= Nig-1(x) + ———— Niyp 1 ().
i+k—1 = AQ i+k = ti+1

Velika prednost za interpolaciju i modifikaciju krivulje je to $to su sve funkcije definirane samo
lokalno. To znaci da koeficijenti polinoma, a samim time i cijela krivulja zavise samo od nekoliko
kontrolnih to¢aka. Tako imamo, ako je k = 4, da je prvi segment krivulje definiran pomocu prve
Cetiri kontrolne tocke, a zadnji segment krivulje je definiran pomoc¢u posljednje Cetiri kontrolne
tocke. [32]

B-spline krivulja sastoji se od onoliko polinomskih dijelova, odnosno segmenata krivulje
koliko je kontrolnih to¢aka minus stupanj polinoma. Za (n + 1)-u kontrolnu to¢ku i k kao
stupanj polinoma bit ¢e n — k + 1 dijelova krivulje. Za ¢vorove te krivulie x;, j =1i,..0 + k
vrijedi x; < xj4q < -+ < X;4- Takvih Evorova postojim + 1, od 0 do m. [33]

Kod B-spline krivulja postoji jo$ jedan termin koji je vazan kod njihovog izracuna, a on
je vektor Cvorova kojeg oznaCavamo sa U. Sastoji se od svih vrijednosti ¢vorova U = {x;}.
Vrijednosti cvorova se ne moraju striktno poveéavati tako da mogu postojati i viSestruki cvorovi.
Lomovi ili skokovi u krivulji postizu se koriStenjem viSestrukih ¢vorova. Sljedec¢a relacija
pokazuje vezu izmedu vektora Cvorova, broja toCaka i stupnja krivulje

U={0,..0,1,2,3,(m—2k —1),(m — 2k) ...(m — 2k)}

k+1 m—-2k-1 k+1

gdje je n + 1 broj kontrolnih to¢aka, k stupanj krivulje, a m + 1 broj vrijednosti u vektoru
¢vorova koje mozemo izracunati kao m = n + k + 1. Broj segmenata, to jest dijelova krivulje

mozemo izracunati, osim na spomenuti na¢inn — k + 1, i preko m — 2k. [34]
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Kao sto smo vec rekli, glavna prednost B-spline-ova je lokalna kontrola oblika krivulje.
To ujedno znadi i da se mogu dodavati kontrolne to¢ke bez da se ne poveca stupanj krivulje.
Isto tako, izbjegnut je i problem spajanja dijelova krivulje jer su dozvoljene samo one krivulje
koje imaju zahtijevanu kontinuiranost na ¢vorovima. Rekli smo da je svaki segment B-spline
krivulie pod utjecajem k kontrolnih toaka, npr. ako je k =3, P(x) = N;_1 xpi—1 + Nixpi +
Nit+1kPi+1, P2 se tako pomicanjem neke kontrolne toCke utjeCe na izgled krivulie samo u
neposrednoj blizini te toCke, to jest na intervalu [x;, x;.1). Zbog toga je i vrijeme racunanja
koeficijenata smanjeno. Na sljedecoj slici éemo vidjeti to svojstvo. Pomaknuli smo to¢ku P, i
krivulja se promijenila samo u blizini te tocke, to jest samo prvi, drugi i treéi segment te krivulje

mijenjaju svoj oblik, dok ostali segmenti krivulje ostaju u svom prvobitnom polozaju. [35]

Fa

Slika 14: Pomicanje to¢ke kod B-spline-a
Izvor: [36]

BaziCne B-spline funkcije mogu biti neracionalne ili racionalne, neujednacene i
ujednacene. Kod ujednacenih, odnosno uniformnih B-spline-ova razmak izmedu dva susjedna
¢vora je konstantan, to jest x;.; — x; = const. Definiranje B-spline-ova i bazi¢nih funkcija ve¢
smo objasnili pa ovdje ne trebamo jer se to definiranje odnosi na ujednacene B-spline-ove jer
se smatra, ako se govori samo o B-spline-ovima, da su oni ujednaceni. [35]

Kod uniformnih B- spline-ova postoje dvije razliCite vrste Cvorova, to jest vektora
¢vorova, a to su neperiodicki i periodicki. Kod neperiodi¢kih ¢vorova prvi i zadnji ¢vor su
duplicirani k puta, npr. (0,0, 1, 2,3,4,5,5) i krivulja prolazi kroz prvu i zadnju kontrolnu to¢ku.
Kod te vrste ¢vorova stupanj spline-a je k, broj kontrolnih to¢aka je n + 1, broj ¢vorova je
m=n+k+1.[36]

Tako mozZemo navesti primjer: Za stupanj k = 2 i broj kontrolnih to¢aka = 4 imamo
k=2,n=3(erjen+1=4),abrojévorovajem+1=7(m=n+k+1=6). Zataj primjer

vektor &vorova iznosi (0,0,1,2,3,4,4). Kod periodickin ¢vorova prvi i zadnji ¢vor nisu
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duplicirani, npr. (0,1, 2, 3) i krivulja ne prolazi zadnjom to¢kom. Kod uniformnih spline-ova se
obi¢no uzima da je x, = 0, a x,, = 1 tako da je domena krivulje interval [0, 1]. [36]

Neujednaceni, odnosno neuniformni B-spline-ovi ne moraju imati konstantan razmak
izmedu Cvorova. Ima viSe prednosti ove vrste spline-ova u odnosu na uniformne.
Kontinuiranost u nekoj to¢ki moze biti smanjena iz druge derivacije na prvu ili na nultu. Ako je
kontinuiranost smanjena na nultu, onda krivulja interpolira tu kontrolnu to¢ku, ali bez nekih
nezeljenih efekata koji bi se javili kod uniformnih B-spline-ova. Takoder, prva i zadnja kontrolna
to¢ka mogu biti to¢no interpolirane, bez da se istovremeno uvede ravna linija na segmentu.
Kod neujednacenih B-spline-ova mozemo dodati neku kontrolnu to€ku ili novi ¢vor pa se s tim
krivulja preoblikuje, a to nije bilo moguce kod ujednacenih B-spline-ova. [35]

Postoje i neujednacdeni racionalni B-spline-ovi koje zovemo NURBS. Kod te vrste
krivulja za opisivanje jedne kontrolne tocke ne koristimo 3 parametra (x,y,z), nego 4
(x,y,z,w). To radimo zbog moguénosti tocnog prikazivanja nekih krivulja, kao $to su krug,
elipsa, ali i zbog poveéane kontrole nad oblikom drugih krivulja. Dodana koordinata w zove se
teZina kontrolne to¢ke. Svaka kontrolna to¢ka obi¢no ima tezinu 1, 8to podrazumijeva da one
imaju jednak utjecaj na oblik same krivulje. Medutim, ako pove¢amo tezinu odredene kontrolne
to¢ke njoj se automatski povecCa utjecaj i to ima za efekt ,poviagenje” krivulje prema toj
kontrolnoj to€ki. Krivulje definirane na ovaj nacin, gdje svaka kontrolna toCka ima svoju tezinu,
nazivamo racionalnim krivuljama. NURBS krivulju reda k mozemo definirati kao
i=o WiPiNi  (x)

Q) = o WiN; i (x)

gdje je x € [Xx—1, Xmar)s (Xo» - Xm+1) Skup Cvorova, (P,, ..., B,) skup kontrolnih tocaka, a
(wy, ..., W) skup teZina kontrolnih to¢aka. [35]
Sto se tie same strukture B-spline-ova, one mogu biti podijeljene na tri vrste: otvorene
B-spline krivulje, stegnute (engl. clamped) B-spline krivulje i zatvorene B-spline krivulje. [37]
Otvorene B-spline krivulje karakterizira to da krivulja ne dodiruje prvu i zadnju kontrolnu
toCku. Za takvu vrstu krivulja domena je [xy, X;—x]- Ako je npr. B-spline krivulja stupnja 6
(k = 6) i definirana je s 14 kontrolnih to¢aka (n = 13), tada je broj ¢vorovam + 1 = 21
(m=n+ k + 1 = 20). Ako je vektor Evorova uniformni, to jest ujednacen, on iznosi
U ={0,0.05,0.1,0.15, ...,0.9,0.95,1}. Ta otvorena krivulja definirana je na
Xk, Xm—i] = [x6,x14] = [0.3,0.7]. Kod stegnutih B-spline-ova krivulja je tangencijalna na
prvoj i zadnjoj toCki polinomske linije. Kod zatvorenih B-spline-ova, ako ponavljamo neke
¢vorove i kontrolne tocke, krivulja Ce postati zatvorena. Tada se pocCetak i kraj krivulje spajaju
formirajuéi zatvorenu petlju. Sljede¢a slika prikazuje te tri vrste B-spline-ova. Najprije je

otvorena, pa stegnuta i na kraju zatvorena B-spline krivulja. [37]
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Slika 15: Vrste B-spline-ova prema strukturi
Izvor: [37]

Zatvorenu B-spline krivulju moZzemo konstruirati i tako da postojecoj krivulji, koja je otvorena,
promijenimo oblik, to jest spojimo neke kontrolne tolke. Tako slijede¢a slika prikazuje

konstrukciju krivulje iz otvorene u zatvorenu tako da spojimo kontrolne tocke 017, 118,te 2
9.

Slika 16: Konstruiranje B-spline-a iz otvorenog u zatvoreni
Izvor: [37]

66



11. Implementacija algoritama metoda

aproksimacijel/interpolacije

11.1. Implementacija algoritma linearnog spline-a

Na sljede¢em primjeru vidjet éemo implementaciju algoritma linearnog spline-a za dvije
funkcije, ato susinx i 1/(x? + 1). Algoritam je napisan u programskom jeziku C++.
#include < iostream >
#include < cmath >
using namespace std;

double podinterval|2];

void bin_pretrazivanje(unsigned int n, double a, double b, double x){
double p[n + 1];

unsigned int vrh = n,dno = 0, sredina;
double h = (b — a)/n;
for(inti=0;i<=n;i++)plil=a+i-h;
while((vrh — dno > 1)){
sredina = (vrh + dno)/2;
if (x < p[sredina]) vrh = sredina;
else dno = sredina;
}
double polje[2];
podinterval[0] = p[dno];
podinterval[1] = p[vrh];
}
double f(double x){
return sin(x);
}
double g(double x){

return 1/(x-x + 1);
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int main(){
int izbor;
do{

cout << "l.Linearni splajn za sin(x)" << endl << "2.Linearni splajnza 1/ (x"2 +
1" <<endl << "0.IZLAZ" << endl;

cin >> izbor;
switch(izbor){
case 1:
cout << "__sin(l) =" << f(1) << "_" << end];
for(inti=3;i <=40;i+ +){
bin_pretrazivanje(i,0,6.283185307, 1);
cout << endl;

double pk = f(podinterval[0]) + ((f(podinterval[1]) —
f (podinterval[0]))/(podinterval[1] — podinterval[0])) * (1 — podinterval|[0]);

cout << "n="<<Ki <" =——>pX) =" <<
f(podinterval[0]) << " + " << (f(podinterval[1]) — f (podinterval[0]))/
(podinterval[1] — podinterval[0]) << " (X — " << podinterval[0] << ")" << endl;

cout << "p(1) = " << pk << endl;

cout << "Greska:" << abs(f(1) —pk) << endl << "—————
————— " << endl;

}
break;
case 2:
cout << "__g(1.2) =" << g(1l2) << "_" << end];
for(inti=1;i <=40;i+ +){
bin_pretrazivanje(i, -5, 5, 1.2);
cout << endl;

double pk = g(podinterval[0]) + ((g(podinterval[l]) —
g(podinterval[0]))/(podinterval[1] — podinterval[0])) * (1.2 — podinterval[0]);

cout << "n="<<Ki<<" =——>plX) =" <<
g(podinterval[0]) << " + " << (g(podinterval[l]) — g(podinterval[0]))/
(podinterval[1] — podinterval[0]) << " (X — " << podinterval[0] << ")" << endl;

cout << "p(1.2) = " << pk << endl;



cout << "Greska:" << abs(g(1.2) —pk) << endl << " —————
————— " << endl;

}

break;

}

Ywhile(izbor! = 0);

cout << "Krajprograma!" << endl;
system ("pause");

}

Ako napiSemo broj koji nije 0,1 ili 2, ponovno ¢e se pojaviti poCetni izbornik. U samom
algoritmu imamo funkciju binarnog pretrazivanja koje smo ve¢ prije objasnili kako funkcionira,
kao i funkcije koje vraéaju rezultat sin x i 1/(x? + 1) za pojedini x. Te tri funkcije nam pomazu
kod glavnog izraCuna. Kod glavnog izraCuna imamo odabir kojim biramo da li ho¢emo izracun
prve ili druge spomenute funkcije. Za funkciju sin x ispisuju se rezultati zan = 1, 3, ...,40, kao
i vrijednost te funkcije za pojedini n u tocki 1. Ispisuje se i greSka pojedine aproksimacije. Isti
slucaj je i s drugom funkcijom, samo $to se za vrijednost funkcije uzima to¢ka 1.2. Rezultate

algoritma prikazat ¢emo na sljede¢im slikama.

- Linearni splajn za sin{x> -743145 + A.586712 (H A.837758
- %%Eggrni splajn =za 1-Cxx"2+1> B8.83

sindl> = B.841471
724793 + B.611857 A B.818734
=3 ———2> plE> =@ + B.4134927 (X — @ >
B.413497
: B.427974

n=32 ———> p<¥d = B.83147 + B8.47864 (d — B.981748 >
=4 ——2> p(K> = @ + B.63662 (X — @ > pdl> = B.84006
a. Greska: B.80141111

n=33 ———> p<¥> = B.814576 -479245 -9251998
pll> = B.838541

0.756827 1> =
: ©.D846443 Greska: 0.P9293016

n=34 ———> p<X> = B8.798817 -525683 -923998
pll> = B.83727
Greska: B.00350068

n=35 ——> p<X> = 0.781831 558158 897598
215126 <% - B.89Pses > T3 TTo7 BRte,

Greska: A.88330222

_ - _ n=36 ——> p<E> = B.766844 -57284%9 -872665
>-$§¥;37 a.7871a7 + 8.372923 X B_785398 > pC1> = B.838988

:33_3543342 Greska: B.08248264

B n=37 ———> pC¥> = B_758672 -593919 -849@879
489908 (X A.6?8132 > b(i> - @.848387
Greska: B._00116389

=18 ———=> p<R) = B.58V785 + B.578164 <X — B.62831% > -475485 -222882
<1> = B.882678 B -
= B.8337928

> plH} = B.548641 + B.6459%4 (X — B.57119% > ———> pCR> = B.822984 -499459 -966644
A.817644 i) 8.837644
B.8238269 a.8818271

——=> p{H} = B.5 + B.699857 (¥ — B.523599 > n=48 ———> p(R> = B.887817 -521962 -242478
A.833032 pii> = B.839041
: B.888343936 Greska: B.00242961

Slika 17: Rezultati algoritma linearnog spline-a za funkciju sin x
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. Linearni splajn za sin(x)
. Linearni splajn za 1-/¢(x"™2+1>

a.489836

p<i> = B.838B4615 + 2.13452e-81% B - -5 >

2) = B A384615
371375

pCB> =1 + —A.192388
A.769231
A.359395

p<A> = B.264786 + —2.68452e-817 (B - -1.66667 >
4786

n=5 ——> p(R> = B.5 + -B.2 (X
p<1.2> = B.46
: B.8581639

n=6 ———> p(R> =1 + —A.441176
= @.470588
: B.86A7522

n=7 ———> p(R> = B.662162 + —-@.338331
a.47783

0.00479308

n=2 ———> p{¥> = B.764151 + -B.449581
2) = B.474473
B.8646367

n= 13 ;——) piR>» = A.5 + -A.3 X -1 >

a.44
: 8.A301637

(X — B.714286 > n= A2

(¥ — B.555556 >

n=38 —-2> p(H> = 8.
41

p(¥) = B.43%616
= 8.413704
: B.BA386796

n=32 ——> p{X> = B.53222%
p<1.2> = B.412961
: B.AA312474

-478614
-419448

pC¥) = @.
= B.413846
: B.8A401889

-22045e-816 > 6 p(A) = B.447514

@.4135%61
= B.88372517

= B.527756
= A.418823
: B.AAA%86653

A.474376

n=38 ——> p(Xd =
.413756

n=39 —-> p{Hdd = B.428934
= B.41195

p¥> = @A.5 + -@.
B 412195
: B.BA235786

-A.36512 (X — 1.12983 >

—-A.454338 <X - 8.937% >

-8.398977 <X - 1.866861 >

-0.35187 (X - 1.17647 >

-438769 X — 1 >

-8.381966 <X — 1.11141 >

-A.468271 <% - 8.745%46 >

-A.41135 (¥ - 1.85263 >

-A.367981 <X — 1.15385 >

439824 X — 1 >

Slika 18: Rezultati algoritma linearnog spline-a za funkciju 1/(x? + 1)

11.2.

interpolacijskog polinoma

Implementacija algoritma Lagrangeovog oblika

Ovdje ¢emo vidjeti jednostavan primjer algoritma Lagrangeovog oblika interpolacijskog

polinoma. U tom primjeru se unosi odredeni broj toCaka koje predstavljaju funkcije

Lagrangeove baze i pomoc¢u tih podataka algoritam izraunava f (x) za neki x. Ovaj algoritam,

kao i algoritam za linearni spline, napisan je u programskom jeziku C++. [38]

#include < cstdlib >
t#include < iostream >
using namespace std;
int main()
{
const int nmax = 3;
float x[nmax] = {};

float y[nmax] = {};
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for (inti = 0;i < nmax; i ++)

{
cout << "Unesitex" << i << "'
cin >> x[i];
cout << "Unesitey" << i << "'
cin >> y[i];

}

float X;

float l[nmax] = {};

float L = 0;

cout << "Unesite X:";

cin >> X;

for(inti = 0; i < nmax; i ++)

{
l[i] = 1;
for (intj = 0; j < nmax; j++)
{
if @=7)
{
il = X — xGD/ ] — xUD;
}
}
}
for (inti = 0; i < nmax; { ++)
{
L+= yli]- I[i];
}
cout << "f(x) =" << L << endl;

// system("pause");
return EXIT _SUCCESS;
}

U algoritmu imamo jednu varijablu pomoc¢u koje definiramo koliko ¢e biti funkcija Lagrangeovih

baza, a to je varijabla nmax. Stavili smo da je ta varijabla 3 pa ¢e toliko biti i funkcija
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Lagrangeovih baza, to jest imati ¢emo ¢,, ¢, i ¢,. Te varijable spremaju se pomocu dva
jednodimenzionalna polja. U jednom polju bit ée uzlazno poredani x;, a u drugom uzlazno
poredani y;. Nakon §to smo unijeli sve x; i y;, algoritam moZe izraCunati Lagrangeov oblik
trazenog interpolacijskog polinoma. Zatim moramo unijeti vrijednost X za koju ¢e se raCunati
vrijednost dobivene funkcije, odnosno f(x). Sljedeca slika prikazuje dobiveni rezultat. Unijeli
smo iste podatke koje smo imali kod jednog od zadatka za Lagrangeov oblik interpolacijskog
polinoma pa se rezultati mogu lako provijeriti.

Slika 19: Rezultat Lagrangeovog algoritma
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12. Zakljuéak

Metode aproksimacije sastavni su dio numericke matematike. Pomoc¢u aproksimacije
skupa to¢aka mogu se odrediti nepoznati parametri funkcije koju aproksimiramo. Naj¢esce se
za to koriste polinomi, ali mogu se koristiti i funkcije drugog oblika. Aproksimaciju mozemo
koristiti u mnogim slu€ajevima: za male grupe razbacanih podataka, za velike grupe podataka,
kao i za lijepo grupirane podatke. Glavna ideja za odredivanje aproksimativhe, odnosno
priblizne funkcije zasniva se na minimiziranju razmaka toCaka podataka od aproksimativnog
polinoma. Taj proces minimiziranja moZze se izvrsiti na razne nacine, ali za tu svrhu naj¢esce
se Kkoristi interpolacija i metoda najmanjih kvadrata. Aproksimacija je tocnija 3to se
uvrdtavanjem odredenih argumenata dobivaju vrijednosti bliske vrijednostima originalne
funkcije. Razmatramo dva polazista kod aproksimiranja: prvo da je funkcija f(x) poznata,
drugo da je nepoznata, to jest da su poznate samo njezine vrijednosti. Interpolacijski polinom
neke funkcije moze se koristiti, osim za procjenjivanje vrijednosti funkcije u to¢kama x #
X;, X € (xg, x,) i za zamjenu funkcije radi njenog pribliznog diferenciranja ili integriranja. Kod
aproksimacije funkcija ne mora prolaziti toéno kroz diskretne tocke, a kod interpolacije funkcija
prolazi to¢no kroz diskretne to¢ke. JoS jedna razlika aproksimacije i interpolacije je da u slu¢aju
aproksimacije mozemo postaviti vrijednost funkcije u bilo kojoj tocki u svrhu dobivanja Zeljene
aproksimativne funkcije, a u slu€aju interpolacije ulazne to¢ke su odredene i ne mozemo ih
mijenjati.

Ako znamo da je funkcija preslozena za efikasnu procjenu, moZemo izabrati nekoliko
poznatih to¢aka podataka iz te sloZenije funkcije, izraditi tablicu i pokusati interpolirati te to¢ke
podataka kako bi konstruirali jednostavniju funkciju. Naravno, kada koristimo funkcije koje su
jednostavnije od originalne, slozenije funkcije za izraunavanje novih toaka podataka, vrlo
vjerojatno ne¢emo dobiti isti rezultat kakav bi dobili da koristimo originalnu funkciju, ve¢ se

javlja neka greska, ovisno o problemskoj domeni i koristenoj interpolacijskoj metodi. [1]

Na kraju mozemo reci da je interpolacija korisna u slu€ajevima kada nam je poznat
samo odreden broj vrijednosti neke funkcije, a potrebne su nam vrijednosti te funkcije u drugim
to¢kama, kao i u slu€aju kad je originalna funkcija previSe sloZzena za izraCunavanje. Vidjeli
smo i da s povecCanjem stupnja polinoma interpolacijski polinomi jako osciliraju, Sto je
nepozeljno, pa zato interpolacijski interval obi¢no dijelimo na podintervale i prelazimo na
interpolaciju po dijelovima polinoma, to jest spline interpolaciju. Bez obzira na sve, ne moze
se izdvojiti opceniti postupak koji ¢e se primjenjivati za sve slu€ajeve. Svaki slu¢aj moramo

analizirati te odabrati najpovoljniju metodu koja ¢e dati najbolje rezultate.
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13. Dodatno

13.1. Metoda najmanjih kvadrata

U ovom smo radu viSe puta spominjali metodu najmanjih kvadrata, kao jednu od metoda
koja se najviSe koristi za aproksimiranje funkcija. Ovdje ¢emo ju ukratko objasniti.

Ova metoda zasniva se na kriteriju u kojem se trazi da suma kvadrata udaljenosti izmedu
izabranih toCaka i pripadnih aproksimacija bude minimalna. Lagrangeovim oblikom
interpolacijskog polinoma mozemo dobro aproksimirati funkciju lokalno, u izabranim tockama.
Medutim, izvan tih to€aka aproksimacija mozZe imati jako velike greSke, pa se kao alternativa
moze koristiti metoda najmanjih kvadrata pomocu koje originalnu funkciju mozemo
aproksimirati nekom drugom funkcijom globalno tako da njihova udaljenost bude $to manja,
bez obzira na to Sto aproksimativna funkcija mozda necée imati iste vrijednosti ni u jednoj tocki,
to jest bez obzira da li ¢e se te dvije funkcije poklapati u to¢kama. [39]

Pretpostavimo da su vrijednosti zadane funkcije poznate samo u nekim to¢kama. Neka su
X1, X2, ..., Xy dane tocke, a f(xy), f(x3), ..., f(x,) pripadne vrijednosti funkcije f. Trebamo

pronaci onu funkciju g s neodredenim parametrima «, S, ... koja najbolje aproksimira originalnu

funkciju f. To radimo na sljedeci nacin. IzraGunamo sumu kvadrata razlika funkcija f i g

5= G0 — gl

k=1
i onda trazimo parametre «, f§ ... iz uvjeta da S ima minimalnu vrijednost. Ako je originalna
funkcija f zadana u svim to¢kama odredenog segmenta [a, b], onda se funkcija S definira

pomocu integrala

b
5= f [F(x) — g(0)dx.

Kao i kod drugih metoda, i za ovu metodu se za odredivanje funkcije g mogu koristiti polinomi,
eksponencijalne funkcije, itd. Na primjer ako Zelimo pronaéi polinom prvog stupnja koji je

najblizi funkciji f Cije su nam vrijednosti poznate u tockama x4, x,, ..., x,, onda je

n

S(@B) = Y [f (v - ax - B,

k=1
Nuzan uvjet za ekstrem funkcije S je
as 0 s 0
da ap

dakle
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n

[f(xx) — ax, — Bl x, = 0,
k=

Juy

Z[f(xk) —ax, —B] =0.
k=1

Kad se ovaj sustav jednadzbi sredi, dobije se

n n n
a) xg+pB ) x = f () x,
k=1 k=1 k=1
n n
@) xe+nB =) fx.
k=1 k=1

Iz njega se izraCunaju parametri a i 5. 1z prirode problema jasno je da funkcija S ima samo
minimum, pa zato parametri « i f doista daju najbolju aproksimaciju funkcije f. Kada se
funkcija g traZzi u eksponencijalnom ili logaritamskom obliku, onda se naj¢eS¢e dobije sustav

nelinearnih jednadzbi, koji je teZe rijesiti od linearnog. [39]

Primjer: Neka su zadane funkcija i togke: f(x) = e, uzimajuéi da je e~ = 0.367879,
e~2 =0.135335, e~3 = 0.0497871. Treba interpolirati funkciju polinomom drugog stupnja
metodom najmanjih kvadrata i pomoc¢u njega priblizno nacéi £(5.5). [39]
Rjesenje:

p(x) = a+ bx + cx?
je polinom koji ¢emo koristiti i on interpolira sljede¢e podatke.

Tablica 18: Zadatak-metoda najmanjih kvadrata

x 1 2 3
£(x) 0.367879 0.135335 0.0497871

Sada formulu

S(@B) = ) [f ) — ax = BT
k=1
napiSemo u obliku
3

S(a,b,c) = Z[f(xk) —cx? — bx, — al’.

k=1

Ova funkcija ovisi o tri varijable, pa je nuzan uvjet za ekstrem
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3
o= —Z;U(xk) —ex® = by —a] =0
3
LICLLE

[f (x) — cx? — bxy, — a]x? = 0.

Mw

k=1
Kad se uvrste poznate veli€ine i sredi izraz, dobije se

6a+ 12b+ 28c = 1.106
{ 12a + 28b + 72¢c = 1.57582 .
28a+ 72b + 196¢ = 2.71461

Sredivanjem sustava dobije se rjeSenje a = 0.74742, b = —0.453038, ¢ = 0.073498, paje

tako trazeni polinom
p(x) = 0.74742 — 0.453038x + 0.073498x2,

a trazena vrijednost f(5.5) = 0.4790255.
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