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Sazetak

U ovom radu ¢emo se baviti LU dekompozicijom matrica. Ovaj rad je zamisljen kao jedan vodic¢
koji ¢e uvesti Citatelja u ovo podrucje linearne algebre. U radu pocinjemo od samog pocetka, tj.
pojma matrice, a zavrSavamo sa jednim slozenim algoritmom za rjeSavanje sustava linearnih
jednadzbi kao $to je LU dekompozicija matrica. Kroz rad je objaSnjeno $to su matrice, koji su
oblici matrica, $to je determinanta matrice, $to su i kako se rjeSavaju matricne jednadzbe. Zatim
pojasnjavamo §to su sustavi linearnih jednadzbi i kako ih zapisujemo u matrice. Na kraju c¢emo
pokazati tri naCina za rjeSavanje matricnih linearnih sustava, a to su Gaussove eliminacije, LU
dekompozicija i LU dekompozicija s pivotiranjem.

Kljucne rijeci: matrice, sustavi linearnih jednadzbi, Gaussove eliminacije, LU dekompozicija
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1. Uvod

RjeSavanje sustava linearnih jednadzbi svrstava se medu najstarije matematicke pro-
bleme te je oduvijek bio jedan od glavnih predmeta zanimanja matematiCara. Postoje brojni
nacini rjeSavanja sustava jednadzbi, a s obzirom da se problem pronalazenja rieSenja moze
prikazati pomoéu matrica, potrebno je detaljnije prouciti matrice koje su jedno od podrucja li-
nearne algebre. Pristup tematici dekompozicija matrica moze biti iz razliCitih perspektiva, a
u ovom radu ¢emo se bazirati na same nacine tehnika dekompozicija, odnosno faktorizacija
matrica iz perspektive linearne algebre. Definirat éemo neke od osnovnih pojmova linearna al-
gebre koje éemo koristiti u analizi i prikazu rjeSavanja sustava jednadzbi preko matrica odnosno
matri¢nih dekompozicija (faktorizacija). [1]

Jedan od osnovnih problema linearne algebre je rjeSavanje sustava linearnih jednadzbi
Ax = B. Kada je matrica A regularna, postoji jedinstveno rieSenje = = A~ B, ali taj inverz nije
uvijek lako izraunati. |z tog razloga, matricu A éemo transformirati u neki drugi oblik koji je
laks$e rijesiti. [1]

U drugom poglavlju ¢emo razmotriti pojam matrice, obraditi sve osnovne pojmove i de-
finicije potrebne za raCunanje matrica po LU dekompoziciji. U treéem poglavlju ¢emo pokazati
vezu izmedu matrica i sustava linearnih jednadzbi. U Cetvrtom poglavlju pokazat c¢emo kako
se rjeSavaju trokutasti sustavi.U petom poglavlju bit ¢e obradena Gaussova metoda koju je
potrebno poznavati kako bismo mogli savladati glavnu temu ovog rada, a to je LU dekompozi-
cija matrica. LU dekompoziciju obradujemo u ostatku rada. Vidjet éemo da postoji i jo$ jedan
slozeniji oblik LU dekompozicije, takozvana LU dekompozicija s pivotiranjem. Na kraju ¢emo
prikazati implenetaciju LU dekompozicije u programski jezik Python.



2. Matrice

Matrica je pravokutna tablica sacinjena od nekoliko redaka i stupaca ispunjenih njezinim
elementima. Ti su elementi obi¢no brojevi, najceSce realni, no ponekad i kompleksni. Elementi
mogu biti i drugi objekti, poput funkcija, vektora, diferencijalnih operatora, pa ¢ak i samih ma-
trica. [2]

U ovom radu ¢emo se bavit iskljucivo matricama realnih brojeva. Neka su
M ={1,2,...,m}i N ={1,2,..,n}. Realna matrica A tipa (m,n) je funkcija A : M x N — R pri
¢emu se funkcijska vrijednost A(i, j) oznacava s a;; i smjesta u i-ti redak i j-ti stupac tablice s
m redaka i n stupaca.

all a2 . A1n

a1 ago e aon
A =

aml aGm2 ... Omn

Skup svih realnih matrica tipa (m, n) ozna¢avamo s M,,,,,(R) ili skraéeno samo sa M,,,,
ako je iz konteksta jasno da se radi o0 matricama iz skupa realnih brojeva. Za matricu koja ima
elemente q;; koristi se i 0znaka [a;;].

2.1. Specijalne matrice

Postoje odredene specijalne matrice, tj. one matrice koje su u linearnoj algebri una-
prijed definirane ili imaju nekakava jedinstvena obiljezja. U ovom dijelu se ne¢emo baviti sa
svim koje postoje ve¢ ¢éemo samo navesti one koje su potrebne za shvacanje i racunanje LU
dekompozicije.

« KVADRATNA MATRICA je matrica koja ima jednak broj redaka i stupaca. Ako se radi o
matrici reda n to znaci da je matrica tipa (n,n).

a1l a2 ... Qin

asy ago ... QAop
A pu—

aAnl1 aAp2 ... Qpn

Ovdje je potrebno spomenuti i pojam glavne dijagonale matrice. U gore navedenom
primjeru to je uredena n-torka (a11, aze, - . ., anyn). Sporedna dijagonala je uredena n-torka

(alna A2n—1y--- 7an1)-



+ GORNJETROKUTASTA MATRICA je kvadratna matrica kojoj su elementi ispod glavne
dijagonale jednaki 0, tj. a;; = 0za i > j. [3]

ailp] a2 ... Qin
0 a2 ... QA2n

U=
0 0 ... apn

 DONJETROKUTASTA MATRICA je kvadratna matrica kojoj su elementi iznad glavne
dijagonale jednaki 0, tj. a;; = 0zai < j. [3]

ail 0 0

a1 a2 0
L= ]

anl an?2 e Ann

« DIJAGONALNA MATRICA je kvadratna matrica Ciji su elementi izvan glavne dijagonale
jednaki jednaki 0, tj. a;; = 0za i # j. [3]

aill 0 0
0 ago 0
A= .
0 0 Ann

Dijagonalna matrica se krace moze zapisati kao A = diag(ai1,ai2,. .., ann)

- JEDINICNA MATRICA je dijagonalna matrica kojoj su vrijednosti elemenata na glavnoj
dijagonali jednaki 1. Ova vrsta matrice se uvijek oznaCava sa velikim tiskanim slovom i.

Baki¢ [2] navodi kako je ovdje prikladno uvesti Kroneckerov simbol §;;, koji ovisi o in-
dexima i i j i definiran je formulom

1, zai =y,
(51']' =
0, zai#j.
Uz ovu oznaku, jedini¢nu matricu n-tog reda jednostavno zapisujemo kao

I = [5”] e M,



- JEDNOSTUPCANA MATRICA je matrica koja ima samo jedan stupac i takvu matricu
nazivamo vektorom ili toCnije vektor-stupcem, te se oznaCava malim tiskanim slovom za
razliku od dosad navedenih matrica. Vektor-stupac je matrica oblika (m, 1).

2.2. Mnozenje matrica

MnoZenje matrica je operacija nad dvije matrice i od velike je vaznosti kod LU dekom-
pozicije. Horvati¢ [4] navodi da se mnoZenje matrica definira samo za ulan¢ane matrice. Za
uredeni par matrica (A, B) kazemo da je ulantan ako druga matrica ima toliko redaka koliko
prva ima stupaca. Na primjer, matrice A i B su ulanCane ako je matrica A tipa (m,n), a matrica
B tipa (n, p). Ovdije je bitno primjetiti da ako su matrice A i B ulanCane, ne vrijedi isto za B i A.
Uredeni par matrica (B, A) biti e ulan¢an jedino u sluCaju da je p = m. Posebno pravilo vrijedi
za kvadratne matrice istoga reda, one su uvijek ulan¢ane, neovisno o njihovom poretku.

Recimo da su A = [a;;] tipa (m,n) i B = [b;] tipa (n,p) ulantane matrice. Produkt
navedenih matrica definiramo kao matricu C' = [¢;;] tipa (m, p). Elementi matrice C' su dani s

n
Cij = § ik bk
j=1

zasvakii =1,...,mij=1,...,p. Element ¢;; na presjeku i-tog retka i j-tog stupca
matrice C dobiva se kao suma produkata od elemenata iz i-tog retka matrice A i j-tog stupca
matrice B.

C=AB
ai; ... ain 'Z a1pbi - > alkbkp_
: : bin oo by by F *
AB=|ay ... a| |: : | = : % by
: : bni oo bng ... bpp % amkbi1 E % ki
[am1 .. Qmn i -

Mnozenje matrica nije komutativno, $to znaci da je AB # BA. Za mnozenje matrica
vrijede odredena svojstva:



. A(BC) = (AB)C
+ (A+ B)C = AC + BC

« A(B+C)=AB+ AC

Al = TA = A, za kvadratne matrice.

2.3. Determinanta matrice

U ovom poglavlju prikazat c¢emo kratko kako se racunaju determinante matrica prvog,
drugog i treCeg reda. Zato jer e nam se takve determinante pojaviti u poglavlju LU dekom-
pozicija. One ¢e nam biti potrebne kako bismo dokazali da su odredeni uvijeti, koji su potrebni
izvrSavanje LU dekompozicije, zadovoljeni. Determinante su Siroka tema koja bi nam zauzela
puno prostora i vremena prilikom pisanja ovog rada, pogotvo to vrijedi za determinante reda
veéeg od 3. 1z tog razloga je uzet opceniti primjer matrice Cetvrtog reda za prikaz LU dekompo-
zicije. Uvest ¢emo i pojam minora u ovom poglavlju. Kod opéenitog primjera LU dekompozicije
potrebno je dokazati da je vrijednost prvih n — 1 elementa na glavnoj dijagonali matrice razli¢ita
od nule. To dokazujemo pomocu vrijednosti n — 1 glavnih minora, §to ¢e u ovom slu¢aju naj-
viSe biti determinanta treCeg reda. Za daterminante prvog, drugog i treCeg reda postoje gotove
formule po kojima se jednostavno racunaju.

Determinanta prvog reda je
detA = ’a‘ =a.

Determinata drugog reda se ra¢una po slijedeéoj formuli

detA = @

C

b
|:ad—bc
d

Determinante treceg reda najjednostavnije se raCunaju po Sarrusovom pravilu. Nado-
piSu se prva dva stupca desno od determinante. Zatim zbrajamo produkte po glavnim dijago-
nalama i oduzimamo produkte po sporednim dijagonalama.

ail a2 ai3 | a1 ai12
det(B) =| ag1 a a3 |az a |=
a31 a3z a33 | aslr as2

= 11022033 + 012023031 + 013021032 —
—a31a220a13 — 4320234011 — 433021012
Zanimljivo je da je determinanta gornjetrokutaste i donjetrokutaste matrice jednaka pro-

duktu elemenata na glavnoj dijagonali, pa ako je jedan element na glavnoj dijagonali jednak
nuli onda je i determinanta te matrice nula.



Ako iz neke matrice uklonimo nekoliko redaka i stupaca dobijemo njenu submatricu ili pod-
matricu. Minora je determinanta te submatrice. Glavne minore dobivamo po glavnoj dijagonali.

2.4. Inverzna matrica

Inverzna matrica kvadratne matrice je matrica s kojom ju moramo pomnoziti da bismo
dobili jedini¢nu matricu. Recimo da je matrica A kvadratna matrica. Njena Inverzna matrica je
matrica A~! za koju vrijedi

AA P =A"1A=1T

Primjer racunanja inverzna matrice se nalazi u poglavlju LU dekompozicija na strani 14.
Do inverzne matrice se dolazi tako $to zapiSemo matricu A u proSireni oblik gdje ¢e sa desne
strane biti jedinicna matrica. Cilj je pretvoriti lijevu stranu u jedini¢énu pomocu elementarnih
transformacija na redcima. Na kraju sa desne strane nece biti jedini¢na matrica, ve¢ inverzna
matrica matrice A.

2.5. Regularna matrica

Regularna matrica je ona matrica koja ima svoj inverz. Binet-Couchyjev teorem glasi
detA-detA~' =1

pa je determinanta inverzne matrice

1
71 _
detA™" = Tt

Kada postoji invezna matrica A~! vrijednost njene determinante je recipro¢na vrijednost od
matrice A. Sto znadi da ako je determinanta matrice A jednaka nuli, ona nema inverznu matricu
i nije regularna, ve¢ singularna.

Matrica A je regularna ako je detA # 0.



2.6. Matriéne jednadzbe

U ovom poglavlju promatrat cemo matriCne jednadzbe AX = Bi XA = B. Od prije
znamo da mnozenje matrica nije komutativno pa je jasno da one nisu ekvivalentne. Ako je
matrica A regularna, onda je

A7l /JAX =B

AN AX)=A"'B
(A'A)X =A"'B
IX=A"'B
X=A"'B.

Dijeljenje matrica nije definirino, pa moramo mnoZziti matricu sa njenim inverzom kako bismo ju
ponistili. Primjetimo u prvom koraku kako jednadzbu mnozimo sa lijeve strane. To je zato jer
mnozenje matrica nije komutativno pa je bitna strana sa koje vr§imo operaciju. Ista stvar vrijedi
zaXA=BRB

XA=B/-A!

(XA)A ' =BA™!
X(AA™H =BA™!
XI=BA!

X =BA™!



3. Sustav linearnih jednadzbi

Linearna jednadzba je jednadzba oblika

a1r1 + agwe + azr3 + -+ apry, =0

Sustav od m linearnih jednadzbi sa n nepoznanica je skup jednadzbi oblika

ai1xy + aipxre +  aizrs + +  aipry, = b1
a1 + aery + azrs + +  agx, = by
as1xr1 —+ aspxre +  aszrs + +  agpTny = b3
Am1T1 + Gm2T2 + am3r3 + + amnTn, = bm
Skalari a;;, i = 1,2,...,m, j = 1,2,...,n, zovu se koeficjenti sustava, a b, ..

Clanovi. [2]

Ovakav sustav linearnih jednadzbi se rjeSava tako $to jednadzbe zapiSemo u matri¢ni
sustav te ih pomocu elementarnih transformacija pretvorimo u sliCan sustav iz kojeg je jednos-
tavnije procitati rjeSenja. SliCni sustavi jednadzbi su svi oni sustavi koji imaju razli¢itu strukturu

ali daju ista rieSenja.

Zapis u matriéni sustav se vrsi tako $to koeficjente sustava zapiSemo u matricu A, ne-

poznanice u matricu x i slobodne ¢lanove u matricu b, pa imamo

a1
a21

a31

am1

Elementarne transformacije su operacije koje mozemo vrsiti na redcima i stupcima ma-

trice, a to su:

a12
a22

as2

am2

ai3
a23

a33

am3

Ax

» zamjena dvaju redaka (stupaca) matrice,

» mnozenje jednog retka (stupca) matrice skalarom razli€itim od nule i

» dodavanije jednog retka (stupca) pomnozenog skalarom razli¢itim od nule drugom retku

(stupcu) matrice

=0

Aln
a2n

asn

Amn

I
Z2

3

Tn

b1
bo

by

., by, slobodni



4. Rjesavanje trokutastih sustava eliminacijama
unaprijed i unazad

Razlog svodenja linearnih sustava na trokutaste jest njihova jednostavnost pri rjeSava-
nju. Pokazat ¢emo po jedan primjer donjetrokutastog i gornjetrokutastog sustava dimenzije
n = 4. Zadan je donjetrokutasti sustav

Lx=b
111 0 0 0 1 b1
lon laa 0 0 |[z2|  |b2
31 I3z I3z 0| |23 b3
lar lag Uz laa| |74 by

Recimo da je matrica L regularna, $to znaci da su l;; za i = 1,2, 3,4 razliCiti od nule. U tom
slu€aju je
x1 =01/l
xg = (by — lo121) /122
xg = (bg — lz121 — l3222) /133
xg = (by — lpnx1 — lagwe — lazxz) /laa

x1 s€ moze odmah izraCunati i uvrstiti u drugu jednadzbu. 1z druge jednadzbe uz uvrstavanje
x1 dobivamo xzo. Zatim uvr§tavamo z; i x5 u treéu i dobivamo z3. Na kraju uvr§tavamo z1,
x9 i x3 U Cetvrtu jednadzbu i dobivamo zadnje rjeSenje sustava, odnosno z4. Primjetimo da
smo sa rjeSavanjem krenuli od vrha prema dnu, pa ovakav postupak zovemo eliminacija ili
supstitucija unaprijed.

Neka je sada zadan gornjetrokutasti sustav

Uz =15b
Ul U2 w1z ua| |1 b1
0 uge wugz u2a| |x2| b2
0 0 ‘ugz uss| |73 b3
0 0 0 ugq| |24 by

Ako je matrica U regularna, rieSavamo sustav od zadnje jednadzbe prema prvoj, pa ovaj pos-
tupak zovemo eliminacija ili supstitucija unazad. Imamo

xg = by /usq

x3 = (b3 — uaa4)/us3
xg = (by — u33w3 — U24T4) /U2

x1 = (b1 — w1222 — U133 — U14T4) /U171



5. Gaussove eliminacije

Gaussove eliminacije su osnovni algoritam za rjeSavanje sustava linearnih jednadzbi
Az = b. Osnovni cilj je pretvoriti zadani sustav u nekakav jednostavniji oblik koji e imati ista
rieSenja, ali lakSa za Citanje. Kod Gaussove metode sustav linearnih jednadzbi zapisujemo u
proSirenu matricu oblika

Al

ail a2 N AT b1
asy ago ... QAop b2
Anl  Gp2 ... Gnp | bp

na kojoj vr§imo elementarne transformacije nad redcima kako bismo dosli do sli¢nog
sustava, oblika koji nam odgovara. Prikazat ¢emo ovu metodu na jednom jednostavnom pri-
mjeru.

Neka je zadan sustav linearnih jednadzbi

T1 — 2x9 — x3 = 1

—6x1 + x3 + x4 = 1
r1 + 6x9 — 4z, = 0

21 — X9 4+ x3 + 14 0

Zapisali smo zadani sustav u proSirenu matricu kako bismo pokazali racunanje Gaussovom
metodom.

1 -2 -1 0|1
-6 0 1 1|1
1 6 0 —-410
2 -1 110

Prvo eliminaramo sve elemente ispod glavne dijagonale u prvom stupcu. To radimo tako §to

pomnoZzimo prvi redak sa — 22+ Sto je u ovom slucaju —*TG, tji. 6 i pribrojimo ga drugom retku.

Zatim mnozimo prvi redak sa — %34, odnosno —1 i pribrojimo trecem retku. Na kraju mnoZzimo

prvi redak sa — 24+ = —2 i pribrajamo ga Cetvrtom. Na taj naCin smo oCistili prvi stupac ispod

glavne dijagonale i za rezultat dobili slican sustav. Istim procesom eliminiramo ostale elemente
ispod dijagonale sve dok ne dodemo do trokutastog sustava.

1 -2 -1 0|1 6 1(—1) (-2
-6 0 1 1|1 &j

1 6 0 —4]o0 + ’
2 -1 110 +

10



} -2 -1 0 1_
0 —12 -5 1|7 Z2 .1
081—4—1]+
0 3 3 1/[-2
} -2 -1 0 1-
0 —-12 -5 1 |7
0o 0 gy
0 0 T2 —i ]+
144 -1 0 1_
0 -12 -5 1 |7
0o 0 -f Ry
o 0 o0 -2]3

Na kraju Citamo i rieSavamo jednadzbe sustava slicnog zadanom

—§x—f:>3:——2
47t T g T T
7 10 o 9
——T3 — T4 = — ==
3BT g Ty Ty

9
—12$2—5$3+$4:7:>m2:—?

RjeSenje zapisujemo u matricu z

x1—2x2—x3:1:>x1:—%.
X —%
X9 —%
n| |2
X4 —2

11



6. LU dekompozicija

U prethodnom poglavlju mozemo vidjeti da se rjeSavanje linearnog sustava Az = b
dekompozicijom matrice A svodi na trokutaste sustave. U ovom poglavlju ¢emo prouciti de-
kompoziciju matrice A € M, (R) na produkt donje i gornje trokutaste matrice. Ova se metoda u
praksi koristi ¢e$ce od Gaussove, prvenstveno zato jer kod matrica velikih dimenzija zahtjeva
manji broj operacija, ali i zato Sto se ne transformira matrica slobodnih koeficjenata b, tako da
imamo mogucénost promjene vrijednosti elemenata b;.

Zanima nas matrica reda n, ali cemo se zbog jednostavnosti prikaza baviti primjerom

matrice reda n = 4. Neka je

a1l a2 a1z a4
Ga21 a2 G23 424
A=
aszy a2 asz as4
Q41 Q42 Q43 A44
Eliminacija prve nepoznanice linearnog sustava vrsi se na pozicijama (2,1), (2,1),...,(n,1) Pa

definiramo matricu L") u kojoj zapisujemo koeficjente kojima eliminiramo prvi stupac matrice

A

01

0 0

0

1

MnoZenjem matrica L(!) i A eliminiramo prvu nepoznanicu u svim jednadzbama osim prve.

ai

0

0

0

a12

1
a;Q)

1
agQ)

1
a4(12)

ai3

1
ags)

1
a:(33)

1
a§3)

ai4

1
ag4)

1
az(a4)

1
az(y;)

Kod matrice A() moZemo primjetiti da su elementi u prvom retku jednaki elementima prvog

retka matrice A.

Kako bi ova gore prikazana transformacija mogla biti izvediva porebno je zadovoljiti uvjet

a1 # 0.

12



Dalje eliminiramo drugu nepoznanicu u treéem i &etvrtom retku matrice A1) tako $to
definiramo matricu L(?)

1 0 0 0
0 1 0 0
L2 —
agy)
0 -%% 10
22
agy
0 -~ 01
L 22 .

Pa vrijedi

ap @12 aiz a4

1 1 1
0 agQ) aé?,) aéﬁ

0 0

A2 1AM _ @A MWA —

00 o)

Primjetimo da je prvi redak matrice A®) jednak prvom retku matrice A i da je drugi redak
matrice A® jednak drugom retku matrice A()). Takoder je bitno da je zadovoljen uvjet

aky) # 0.

Sli¢nim postupkom eliminiramo tre¢u nepoznanicu u etvrtom retku matrice A, Prvo
definiramo matricu L(®)

10 0 0

0 1 0 0
LB =

0 0 1 0

Pa vrijedi

aix; a2 a3 a4

0 oV 0 0
AB) —BAR — ,BL@TMA — 22 Qg3 Qyy

Qg3 Qgy

0o 0 0 af

13



Primjetimo da je prvi redak matrice A®®) jednak prvom retku matrice matrice A, drugi redak je
jednak drugom retku matrice A() i treéi redak je jednak treéem retku matrice A®®). Kao i kod
prethodnih koraka vazno je zadovoljiti uvjet

afy #0.

Sada polako dolazimo do dekompozicije

Kada smo dosli do matrice A®®) mozemo zakljuéiti da je ona gornje trokutasta pa ju ozna-
gavamo sa U. Takoder mozemo primjetiti da se matrice L), L i L() nalaze uz matricu A.

LOLRALMA -
(LY=L /LALLM =U
(LY=L /LALLM A = (LB~ 1y
(L(l))—l : /L(l)A - (L(Z))—l(L(3))—1U

A= (L)L) @)y

Dalje raéunamo inverz matrice L)

Izra¢unamo li inverz matrice pomoc¢u gaussove metode dobijemo sa desne strane matricu
(L)~

14



1 000

a
L)1 @ 10 0

@0 1 0

an o 0 1

ail

Mozemo primjetiti da inverznu matricu od L1 dobijemo tako da zamjenimo predznake elemen-
tima izvan glavne dijagonale. Na isti nagin dobivano inverz od matrica L(?) i L(3),

(L)t =

(L)

00 %% 1

L= (L(l))—l(L(z))—1(L(3))_1 _

Kad smo dosli do matrica L i U dolazimo do faktorizacije

A=LU

15



1 0 0 0 all a2 ais a14

as1 L O (1)
E 1 0 0 0 a22 CL23 a24
A =
(1)
az1 %33 (2 (2
ar () L0 0 0 azs agy
22
(1) (2)
a1 Q%43 Qa3 (3)
ar L B 1 0 0 0 ay
L 22 33 . L .

Izvedivost operacija koje su dovele do dekompozicije A = LU ovisi 0 uvjetima

a1 # 0, a%) #0, a:%) #0.

Ti uvjeti su zadovoljeni ako su u matrici A glavne minore reda 1,2, ...,n — 1 razli¢ite od nule. Iz
A smo dobili faktorizaciju vodece submatrice reda 1 pa lako dolazimo do vrijednosti minore m;

m; = aj; # 0.
Ako je mq # 0 vidimo da je i a11 # 0 pa je uvjet zadovoljen.

Iz A = (LMW)~*AM dobili smo faktorizaciju vodeée submatrice reda 2 od A.

aiy a2 1 0f [an a2
a (1)
as1 a2 ﬁ 1 0 Ao9
a1l a2 1
mso = det = anag;
azr Az

Ako je mo # 0,0nda je i a%) = 0 pa je i drugi uvjet zadovoljen. Jasno je da je za
zadovoljavanje ovog uvjeta potrebno zadovoljiti prvi uvjet.

1z A= (LW)~1(L®)~1 A?) dobili smo faktorizaciju vodece submatrice reda 3 od A.

ail a2 a3 L 0 0] a1 a2 a3

— la 1 1

a1 az a| = |4 1 0 0 agQ) ‘153)
)

a1 %3 (2)

aszr asp a33 an o 1[0 0 agg

ail a2 ais
1) (2)
ms = det a1 ag2 ag3| = a11a22 a33

azr asz as3

16



Ako je m3 #£ 0, onda je i a%) # 0 pa je i tre€i uvjet zadovoljen. Jasno je da je za zadovoljavanje
ovog uvjeta potrebno zadovoljiti prvi i drugi uvjet.

Brojeve a1, aélg) [ ag? zovemo pivotni elementi ili kratko pivoti. Brojevi mq, ms i m3 su
glavne minore matrice A. [5]

Iz ovog svega mozemo doci do zakljucka da ako je prvih n—1 minora matrice A razli€ito
od nule, onda su i svi pivotni elementi razliciti od nule i Gausove eliminacije daju LU faktorizaciju
matrice A. [5]

Tada smo dosli do LU dekompozicije matrice A,
A=1LU

gdje je matrica L donjetrokutasta sa jedinicama na glavnoj dijagonali, a matrica U gornjetroku-
tasta onda se linearni sustav Ax = b rjeSava kao dva jednostavna linearna sustava,

Az =LUx =10

oznacavamo Ux = y pa su ta dva sustava

Prvi sustav je donjetrokutasti, dok je drugi sustav gornjetrokutasti.

Prikazat ¢emo na jednom primjeru sustava linearnih jednadnadzbi kako se pomocu LU
dekompozicije dolazi do rjeSenja x.

Neka je zadani sustav isti kao u poglavlju Gaussove eliminacije

r1 — 2x9 — X3 = 1
—6x1 + x3 + x4 = 1
r1 + 622 — 4dxy = 0
209 — ®xy 4+ T3 4+ x4 0

pronalazimo mu rjeSenje putem algoritma za LU dekompoziciju prikazanog ranije.

6 0 —4| |=z3

S O = =

17



Rastavljamo matricu A na LU

o O O =

1 0001 =2 -1 0
AW 104 — 6 1000 |6 0 1 1|
-1 01 0/|1 6 0 -4
-2 00 1]l2 -1 1 1
1 o0o0o0l[1 =2 -1 o] [
A0 _ 1@ 40 _ 010 0|0 -12 =5 1 _
02 10/|0 8 1 —4
0 3 010 3 3 1] |
100 0|1t =2 -1 o]
A _ 13 42) _ 01 0 0|0 —12 —i) 110 _
0o0o10/l0 0o -I -
7
0 0 3 1[0 o0 u g_
(1 0 o0 o]t —2 -1
-6 1 0 0|]0 —12 -5
A=LU = , .
1 -2 1 o||o o -I
1 3
2 -3 -3 1]]0 0 0

Nakon §to smo dosli do matrica L i U, unosimo prvo L u sustav

Ly=1b
1 0 0 0] |y 1
-6 1 0 Of [y 1
1 -2 1 0| |y 0
2 -3 -3 1 (v [0
i rjeSavamo linearne jednadzbe
=1

by +y=1=y=7

11

2
z ——
U 3y2+y3:>y3 3

21— Ty — s+ s = v =
N-g2—yBrh=y=g

-2
—12

-1
-5

18



i na taj nacin dolazimo do

Y1 1
y2| 7
Y3 1;71
_y4_ i % |
Zatim unosimo U i y u sustav
Ur=y
_1 -2 -1 0 _ _:1:1_ 1
0 —-12 -5 1 T2 7
0 0 f Bl |a| %
0 0 0 =31 |a 2
pa rieSavamo linearne jednadzbe
) )
_Z$4:§:>$4:_2
7 10 11 9
R e T

9
—121‘2—51‘3+$4=7=>1’2=—?

2
331—2x2—x3:1:>x:—?.

Na taj nacin smo dosli do rjeSenja sustava Az = b

I —%
| |2
T3 ?

T4 -2
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7. LU dekompozicija s pivotiranjem

Postoji jedan ociti problem sa LU dekompozicijom koja je opisana u prethodnom poglav-
lju, a to je da matrica A mora zadovoljavati odredene uvjete i imati odredenu strukturu. Naime,
glavne minore sve do reda n — 1 moraju biti razli¢ite od nule. Drugim rje€ima, sve glavne sub-
matrice, do reda n — 1, moraju biti regularne. Pivotiranje se u praksi koristi kako bi se zadrzala
numeriCka stabilnost i obi¢no se radi tako $to u stupcu koji eliminiramo, prvo traZzimo element
koji je najveci po apsolutnoj vrijednosti i stavljamo ga na mjesto pivotnog elementa. Na jednom
kratkom primjeru prikazat éemo ovaj problem.

Neka je matrica sustava Ax = b zadana s

1
A= 0 :
1 0
Determinanta matrice A je jednaka —1, $to znaci da je ova matrica regularna i uvijek
ima rjesSenja. Ali A oCito nema LU dekompoziciju, jer joj je prva glavna minora m; = a;; = 0.
Mozemo to prikazati na slijedeci nacin:
0 1 - 1 0 Uil U122
1 0 B lio 1 0 U22

§to znaci da je

up; =0
U1 = 1
lorugr =1

loru1o + uge = 1.

Iz prve jednadzbe vidimo da je u1; = 0, a to znaci da je treca jednadzba lo; - 0 = 1, §to je
nemoguce.

Znamo da matrica A prikazuje linearni sustav
0-214+ 29 =b1

1+ x2 = by
koji uvijek ima rjeSenje
To = bl
r1 =ba — by

i mozemo ga bez ikakvih posljedica zapisati kao
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1+ x2 = bo

0 21+ xo = by.

SEREE

iz koje je jasno da postoji LU dekompozicija. Ovaj odnos izmedu matrica A i A’ zapisujemo na

slijedec¢i nacin:
A |t 0 1/1]0 1
01 1 0] (1 1

A= PA

Matrica ovog sustava je

Matricu P zovemo matrica permutacije ili jednostavno permutacija. Njeno djelovanije
na matricu A je jednostavna permutacija retka. [5]

Vratit ¢emo se na matricu A Cetvrtog reda iz prethodnog poglavlja kako bismo pokazali
da se LU faktorizacija uvijek moze izraCunati zamjenom redaka.

ail a2 aiz a4

L @ (1
AL —TMWA =

1 1 1
0 a(32) ai(a?,) a:(’,4)

1 1 1
0 aiz) %(13) %(14)

odnosno

1 0 0 Of [air a2 a1z aus
@1 0 0f|0 af afy afy

@0 1 0 0 aglz) a:%) aé?

a1 0 0 1 0 ailz) afé) agl)

Recimo da je a,;lg) = 0. ViSe ne mozemo A rastaviti po algoritmu LU dekompozicije i
definirati L(?). U slutaju da su al}) i o) jednaki nula, mozemo L) definirati kao jedinitnu
matricu I zato jer su svi elementi druge nepoznanice ispod glavne dijagonale svedeni na nulu i
nisu potrebne Gaussove eliminacije. U slu¢aju da je, na primjer a§12> # 0 onda mozemo definirati

matricu
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o O O =
O = O O
o O = O
= o O O

ionda je

ail a2 aiz a4

1 1 1
P(Z)A(l) _ 0 a’Z(SQ) aé?)) a2(34)
1 1 1
0 a(22) ag:a) aéﬁ

1 1 1
0 az(u) ag?,) %(14)

Sada je jasno da mozemo nastaviti racunati po algoritmu LU dekompozicije i definirati matricu

1 0 00
0 1 00
L2 —
ay)
0 —h 10
32
agy)
0 -4 0 1
32 |

te postici

ailr a2 a3 a4

1 1 1
0 ai(’>2) ai(’>3) az(a4)

0 0 a%) agi)

AR —LOOPRAM — ApRTMWA =

0 0 af of

Kod matrice A® mozemo vidjeti da joj je drugi redak jednak treéem retku matrice A().
Nastavljamo dalje po algoritmu LU dekompozicije i provjeravamo vrijednost elementa ag?. Ako
je a;?,) =0i afé) = 0 onda matricu L) mozemo definirati kao jedini¢nu matricu I, jer je u tom
slu¢aju matrica A® gornje trokutasta i gotovi smo sa LU dekompozicijom. Ako je a2 = 0 i
a{?) # 0 definiramo matricu permutacije P()

1000
p®_ |01 00
0001
0010
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sa kojom monozimo matricu A® s lijeve strane

ailp a2 a3 ai4
0 4 L L

PBAR) _ Gzg  G33 A3y
0 0 a%) aﬁ)

0 0 a%) agi)

10 0 0 10 0 O
01 0 0 01 0 0
LG — , (LB)H)1
00 1 0 00 1 0
(2) (2)
00 == 1 00 % 1
L 43 E L 43 -

kako bismo mogli do¢i do gornje trokutaste matrice U

ailp a2 a3 ai4

1 1 1
0 “5,2) ags) a§,4)

0 0 aEé) aﬁ)

U=LOPBGAR —_ ,BOpBLAPRLMWA —

o 0 o0 a¥

Znamo da je radunanje inverza donje trokutastih matrica L(k) jednostavno, ali su sad
prisutne i matrice permutacije. U nastavku ¢emo pokazati kako se dobiva relacija PA = LU.

POILR) — =
(1)
000 1o -%2 10
2
32
0010 )
i 110 =% 01
L 32 m
1 0 00 1L 0 00|y g0 0
0 1 0 0 0 1 0 O[lo 1 0 0
— — = (L®)'p®
0 —%2 1 g 0 —% 1 o/l00 01
ey e
32 32
(1) (1)
0 =% 0 1] o -= o 1[0 1O
L 32 - L 32 .
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Sada vidimo da P® moZe zamieniti stranu od L3, ako u matrici L(?) permutiramo
elemente ispod glavne dijagonale u treéem stupcu. Na taj nadin dolazimo do matrice (L(?))’
koja ima istu strukturu kao matrica L(?). Na isti nagin dolazimo do P®L(1) = (L)' P>2)

__ a4
ail

PR —

Dosli smo do relacije

__a41
ail

U =LO@LAE)PELOYPRA.

Preostaje nam jo$ prebaciti P®) s lijeve na desnu stranu od (L("))’, odnosno
PE(LM) = (L)' PR

paje

Sto je isto kao

__ a3

__a21
ail

’

PA(LM)Y =

0100

0 001

0010

U =LO@W)@wW)'p®pR A

LY PG

PEPRA = (LE)~1(L®)) (L)) .
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Matrica L kao i u prijaSnjem poglavlju nastaje kao jednostavno slaganje elemenata iz
matrica (L(®)~1, (L@&))~1i ((LM)")~1

1 0 0 O 1 0 00 1 0 00
S 01 0 O o 0O 1 00 g Zi 01 0
(L@ = (@)= (@)t =
00 1 0 0 %2 1 0 a0 1
agz) a11
aé? (1(1) a
00 e 1 0 &% 01 ali 1 00
L 43 i L azg J L i

§to znaci da je

L= (L) (@@)) @) )= |
w10
32
arl (1) (2)

Matrica permutacije P nastaje kao produkt mnozenja matrica P® i P2

100 0][1 000 1000
p_p®p@ _ [0 1 00000 10 {0010
000 1//0 100 0001
0010|0001 0100

Na kraju dolazimo do LU dekompozicije s pivotiranjem, odnosno

PA=LU
1 0 0 O ajlp] ai2 aisz ai4 1 0 0 0 ail ai19 ai3 ai4
1§ @) (1)
0010 a21 g2 a3 a4 % 1 0 0 0 CL32 CL33 CL34
0001 w92y gl o 0 o o
az1 a3z a3z a3 o G Qa3 gy
(1) (2) 3
01 0 O a4q1 Q42 QA43 Q44 % % % 1 0 0 0 ag4)
L 1 L i L 32 43 1 L |
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Jasno je kako bi ovaj postupak izgledao opéenito. Na kraju eliminacija bi vrijedilo

U=Ar"0 = g0 pr=1 (LG pB) (1 p@ MO pMAay). ),
————

A

A2)

AB)
i p=pr-1pr-2)  p@pl gdie neke od permutacija P*) mogu biti jednake identitetima
(jedini¢nim matricama). [5]

Za proizvolinu n x n matricu A postoji permutacija P tako da Gaussove eliminacije
daju LU faktorizaciju od PA, t{j PA = LU, gdje je L donjetrokutasta matrica s jedinicama na
dijagonali, a U je gornjetrokutasta matrica. Permutaciju P moZzemo odabrati tako da su svi
elementi matrice L po apsulutnoj vrijednosti najvise jednaki jedinici. [5]

Posto imamo prisutnu matricu permutacije P, linearni sustav Az = b se rjeSava tako §to
ga pomozimo sa P s lijeve strane.
PAx = LUz = Pb
Prvo raCunamo
b = Pb

i dobivamo permutiranu matricu b. Zatim oznacavamo Ux = y i dobivamo dva trokutasta sus-
tava

Prikazat ¢emo na istom primjeru kao u prijasnjem poglavlju kako se pomoc¢u LU dekom-
pozicije s pivotiranjem dolazi do rieSenja x. MatriCni zapis sustava linearnih jednadzbi je

—
D
o
|
IS
8
w
o O = =

U prvom stupcu najveca je apsolutna vrijednost elementa as; pa zamjenjujemo prvi i drugi
redak matrice A

01001 -2 -1 0 -6 0 1 1
P4 L OO0 Of]=6 0 1 1] |1 -2 -1 0
0010/ |1 6 0 —4 1 6 0 -4
00012 -1 1 1 2 -1 1
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zatim raéunamo matricu A1)

P2 A1) —

AQ) — 12 p@2) A1) =

P3O _

o= =

ol

10 00

AB®) _ 13 p3) 42 _

10

0 0

o
Lol

o
o=

TS

-6 0
1 -2
1 6
2 -1

o=

Ol

g‘@ =

|
oI~

[an}

1 —6 0
0 0 -2
o 6
1 0 -1
-6 0 1
o 6§
R 0 -2 -3
0o -1 3%
1 —6 0
-F |0 6
: 1o o
3 0 0
;60 1
06
oo =
0 0 —%
1 —6 0
o
2 o o
-y 0 0
-6 0 1
- 0 6 &
| 0 0
0 0 0

Wik o

=

OJ‘»J;
o

[an}

ot
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Nakon §to smo dosli do matrica P, L i U, prvo raCunamo

01 0 0] |1 1
/ 0 0 1 0] |1 0
b = Pb= =
0 0 0 1] 10 0
1 0 0 0Of (O 1
zatim unosimo L u sustav
Ly = b
1 0 0 0] |y 1
~5 1 0 0] || |0
-1 -t 1 0| |y 0
1 1 4
5 —3 7 L |wm] |1
i jeSavamo linearne jednadzbe
=1
L =0y =
6y1 Y2 = Y2 = 6
1 LR
33/1 6y2 Y3 = Y3 = 36
! L 1 F+yr=1=ys = E
6y1 3y2 7 Ya = Yq = 7
RjeSenje glasi - o
Y1 1
Y2 %
Y3 %
Ya %
Na kraju unosimo U i y u sustav
Uzr=y
-6 0 1 1 T 1
1 23 1
06 % =% || _|s
49 25 13
0 0 35 35 x3 36
(00 0 -3 | [#4] _170_
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i jeSavamo jednadzbe

5 10
—§$4:7:>x4:—2
Q:c —i—2—5—§:>a::g
36°°73 36 0 7

6x2+*x3—§$4=1=>9€2:—*
6 6 6

2
—6m1—|—:v3+x4:1:>:v1:—?

pa dolazimo do rjeSenja sustava Az = b

1 —%
n| |2
T3 %

Ty —2

9
7
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8. LU dekompozicija u programskom jeziku Python

Python je interpreterski programski jezik. Interpreterski programski jezici su oni kod
kojih se izvorni kod izvr§ava direktno uz pomoc interpretera. Interpreter omogucava da se pro-
gramski kod izvrSava odmah bez potrebe za kompajliranjem prije izvrSavanja, tj. prevodenjem u
izvréni oblik. Programi pisani u Pythonu su kraci i lak$e piSu, ali je za njihovu izvedbu potrebno
viSe vremena. [6]

Danas se uglavnom koristi Python verzija 3, pa ¢emo ju i koristiti u ovom radu. Racu-
nanje LU dekompozicije ru¢no moze uzeti puno vemena, pogotovo za matrice veceg reda, $to
nas je navelo da taj proces prebacimo u racunalni program. To znatno ubrzava proces racuna-
nja i povecava korisnost LU dekompozicije. Kako bismo omogucili koritenje matrica u naSem
programu potrebno je koristiti NumPy biblioteku. Ogromna koli¢ina ve¢ unaprijed definiranih
biblioteka je jedna od najvecih prednosti Pythona kao programskog jezika. U NumPy biblioteci
se nalaze osnovne operacije koje se koriste u znanstvenom programiranju, izmedu ostalog i
operacije nad matricama.

Kako bismo pokazali implementaciju LU dekompozocije u programskom jeziku python
prvo moramo ucitati NumPy biblioteku.

import numpy

Zatim piSemo program po slijedecem algoritmu:

Inicijaliziramo matricu L kao jedini¢nu dimenzije n, zatim postavljamo U = A.
« Zai=1,...,n ucini slijedeci korak.

e — Zaj=1+1,...,n ucini ostale korake.

Postavi ljz' = uﬂ/u“

Izvedi operaciju na redcima U; = (U; — 1;;U;)

def lu(A):

=}
Il

A.shape[0]

a
I

A.copy ()
L = numpy.eye (n)

for i in range(n):
1 = U[i+1l:, 1i]/0[41i, 1]
L[i+1l:, i] =1
Uli+1l:] = U[i+1l:] - 1[:, numpy.newaxis] * U[i]
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Definiramo funkciju lu(A) koja prima jedan argument. U njoj se izvrSava LU dekom-
pozicija i koja na kraju ispisuje donjetrokutastu matricu L i gornjetrokutastu matricu U. n =
A.shape[0] dohvaca broj redaka u matrici koju smo zadali u argumentu funkcije i zapisuje u
varijablu n. Zatim postavljamo U = A sa linijom U = A.copy(). ovdje korisitimo ugradenu
funkciju .copy koja preslikava vrijednosti iz liste A u listu U. Ovdje treba napomenuti kako liste
koje nastaju pomocu funkcija iz biblioteke NumPy nisu iste kao standardne liste iz programskog
jezika Python. Recimo da smo zadali listu uz pomo¢ funkcije numpy.array(). Takva lista se
ponasa kao matrica i puno je brza obrada podataka u njoj. Nad takvom listom moZemao koristiti
razne operacije iz biblioteke NumPy koje ne bi bile moguée nad obi¢nim listama. U slijedecoj
liniji inicijaliziramo L = I uz pomo¢ funkcije numpy.eye(). Funkcija .eye(n) iz biblioteke NumPy
generira jediniCnu matricu dimenzije n. U prvoj iteraciji for petlje eliminiramo elemente u prvom
stupcu i drugom, tre¢em, itd. redku. Na taj nacin eliminiramo prvi vrijednosti prve nepozna-
nice ispod glavne dijagonale. Zapisujemo odgovarajuce vrijednosti u prvi stupac matrice L i na
kraju vr§imo racunanje na odgovaraju¢im redcima u matrici U. U slijedecoj iteraciji for petlje,
mi¢emo se za jedno mjesto pa eliminiramo elemente u drugom stupcu ispod glavne dijagonale
i tako sve do kraja. Kada petlja dode do kraja funkcija ispisuje donjetrokutastu matricu L i
gornjetrokutastu matricu U.

Kako bismo pokrenuli funkciju lu(A) prvo moramo definirati varijablu A u koju zapisu-
jemo nasumic¢nu matricu dimenzije 10x10. Nasumi¢nu matricu mozemo generirati sa funkcijom
.random.rand(10,10) iz biblioteke NumPy. Zatim pozivamo funkciju [u() kojoj prosljedujemo
varijablu A kao argument.

A = numpy.random.rand (10,10)
1lu(A)

Postoje i gotove funkcije u programskom jeziku Python za raCunanje LU dekompozi-
cije. Njihova prednost je $to koriste optimizirane algoritme za racunanje LU dekompozicije pa
ih je preporucljivo koristiti u praksi, zato jer su znatno brze u obradi. U ovom slu¢aju koris-
timo biblioteku SciPy, to¢nije njenu podbiblioteku za linearnu algebru linalg. Funkcija glasi
scipy.linalg.lu(A). Ova funkcija ve¢ predefinirano racuna i matricu permutacije pa za rezultat
mozemo ispisati matrice P, L i U.

import scipy.linalg

import numpy

A = numpy.random.rand(10,10)
P, L, U = scipy.linalg.lu(A)

print (P)

print (L)
print (U)
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NasumiCna matrica A dimenzije 5x5 koju smo generirali sa A = numpy.random.rand(5,5).

Slika 1: Nasumicna matrica A

Matrice L i U koje smo dobili kao rezultat obrade matrice A kroz funkciju lu().

Slika 2: Matrice Li U
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9. Zakljucak

Matrice nam omogucuju da lakSe i brze rjeSimo sustav linearnih jednadzbi, ali to nije
njihova jedina uporaba. Matrice se u praksi koriste za zapise velikih koliCina podataka. One
pojednostavljuju koristenje podataka iz takvih zapisa i ubrzavaju operacije nad njima. Operacije
nad matricama su same po sebi jednostavne, $to smo se trudili predogiti u ovom radu, ali kada
se radi o matricama velikih dimenzija, klasicne metode poput Gaussovih eliminacija postaju
neprakti¢ne. Zato se ¢eSce u praksi koristi metoda LU dekompozicije matrica, koja je specificna
po tome §to se matrica u kojoj se zapisuju rezultati ne dira sve do zavrSne obrade, pa imamo
mogucnost promjene vrijednosti elemenata u njoj.

Danas je Python jedan od najpopularnijih programskih jezika. Karakterizira ga njegova
jednostavnost koja je dvosjekli ma¢. Dok su programi izuzetno jednostavni za napisat, sporo se
izvode. Matrice velikih dimenzija, koje se recimo koriste u raCunalnoj grafici, mogu biti proble-
matiCne za izvorni Python, iz tog razloga je napravljena biblioteka NumPy koja znatno doprinosi
brzini izvedbe operacija nad matricama. Osim $to doprinosi brzini, NumPy biblioteka omogu-
¢ava operacije nad matricama koje standardni Python nema. Za ve¢ gotove funkcije raCunanja
LU dekompozicije koristimo biblioteku SciPy, tocnije podbibliteku linalg koja ima definiranu funk-
ciju lu().
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