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Sazetak

Tema ovog rada ¢e biti upoznavanje s osnovama LU, Cholesky, SVD i QR dekompozicija i
njihovih raznih varijanta. Na pocetku éemo se kratko upoznati s matricama i najvaznijim poj-
movima vezanim uz matrice, a koje éemo koristiti za razumijevanje ovih metoda. Zatim ¢emo
se upoznati sa LU dekompozicijom i njezinom varijantom i pokazati implementaciju u program-
skom jeziku Python. Nakon LU dekompozicije upoznati éemo se sa Cholesky dekompozici-
jom i njezinom varijantom. Nakon Cholesky dekompozicije slijedi QR dekompozicija sa svojim
varijantama te ¢emo na kraju prikazati SVD dekompoziciju. Za svaku dekompoziciju biti e
prikazan primjer rijeSavanja zadatka koriStenjem te dekompozicije i njezina implementacija u
programskom jeziku Python.

Kljucne rijeci: matrice, LU dekompozicija, Cholesky dekompozicija, SVD dekompozicija, QR
dekompozicija, implementacija dekompozicija u Pythonu
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1. Uvod

RjeSavanje sustava jednadzbi jedan je od najvaznijih problema sa kojima se susrecu
matematicari. Problem rjeSavanja sustava jednadzbi je vrlo slozen pa zbog toga postoje po-
sebne grane numeriCke analize koje se bave izradom efikasnih algoritama za rjeSavanje ovog
problema. Za rjeSavanje sustava jednadzbi pomocéu matrica najc¢esSce se koristi postupak Ga-
ussove eliminacije. Takav nacin rjeSavanja sustava jednadzbi je ¢esto spor kod velike koli¢ine
jednadzbi zbog toga je potrebno transformirati zadanu matricu u produkt dviju ili viSe jednos-
tavnijih matrica. Postupak transformiranja zadane matrice u produkt dviju ili viSe jednostavnijih
matrica nazivamo matri¢na dekompozicija odnosno matri¢na faktorizacija [11] .

Matri¢nim dekompozicijama pojednostavljuje se postupak dobivanja rieSenja. Postoje
razne vrste dekompozicija, a mi éemo se u ovom radu baviti s LU dekompozicijom i njezinom
varijacijom, Cholesky dekompozicijom i njezinom varijacijom, QR dekompozicijom i njezinim
varijacijama te na kraju sa SVD dekompozicijom. Dekompozicije su sloZzeno podrucje i neéemo
detaljnije ulaziti u njih ve¢ Ce se ovaj rad bazirati na osnovnim informacijama koje su potrebne
za potpuno razumijevanje ranije nabrojanih dekompozicija.

U drugom poglavlju bavit ¢emo se osnovnom definicijom matrice i najvaznijim pojmo-
vima vezanim uz matrice koji su nam potrebni za razumijavanje dekompozicija. Opisati éemo
osnovne vrste matrica koje su nam potrebne za dekompozicije, upoznat ¢emo se sa pojmom
determinante i kako se ona dobiva i samim postupkom mnozZenja matrica koje je neophodno
za razumijevanje dekompozicija. U tre¢em poglavlju ¢emo kratko opisati sustave linearnih jed-
nadzbi. U Cetvrtom poglavlju bavimo se Gaussovim postupkom eliminacije koji predstavlja
temelj ve¢ine metoda dekompozicije. Svaku metodu dekompozicije éemo implementirati u Pyt-
honu pa se zbog toga u petom poglavlju bavimo programskim jezikom Python, navodimo neke
njegove prednosti i nedostatke i kratki opis njegovih moguénosti i osobina.

U Sestom poglavlju bavimo se LU dekompozicijom. Opisujemo sam postupak LU de-
kompozicije i dajemo praktiCni primjer rijeSavanja. Bavimo se i njezinom varijacijom, LU dekom-
pozicijom sa pivotiranjem i na prakticnom primjeru prikazujemu tu varijaciju. Na kraju tog po-
glavlja imamo implementaciju LU dekompozicije u Pythonu. Sedmo poglavlje bavi se Cholesky
dekompozicijom i njezinom varijacijom LDL" dekompozicijom. Kao i za prethodno poglavlje
i tu dekompoziciju prikazujemo na prakti€nom primjeru i u Pythonu. Osmo poglavlje je rezer-
virano za QR dekompoziciju i njezine varijacije. Prvo se upoznajemo s QR dekompozicijom
koriste¢i Gram-Schmidt metodu, zatim koriste¢i Givensove rotacije i na kraju s varijacijom koja
koristi Householderove transformacije. Svaka od varijacija je prikazana na prakticnom primjeru.
Deveto poglavlje bavi se SVD dekompozicijom i njezinim osnovnim karakteristikama.

Kroz ovaj rad upoznajemo se s postupkom rjeSavanja gore navedenih dekompozicija
kao i s njihovim osnovnim prednostima i manama. Dobit ¢éemo kratki uvid u svaku od ovih
dekompozicija kao i u mogucée probleme sa kojima se susre¢emo kod koristenja tih dekompo-
zicija.



2. Matrice

Matrica je pravokutna tablica koja ima odredeni broj redaka i stupaca u kojima se nalaze
elementi. Elementi matrice su najéeSc¢e brojevi, ali mogu biti i drugi objekti (vektori, funkcije).
Broj redaka najceS¢e oznacavamo s m dok broj stupaca oznatavamo s n. Za matricu jo$
mozemo reci da je to niz elemenata (a11, a12,...,a1n, 21, 22, ...; A2ny ey Aml, Am2y-ees Amn) €
R™>™ poslozenih u pravokutnu tablicu [1]. Mi ¢emo se u ovom radu baviti realnim matricama.
Nekaje M = (1, 2, m) i N = (1, 2, n) tada je realna matrica A tipa (m, n) funkcija oblika
A: M x N = R pri cemu se funkcijska vrijednost A(ij) oznacava s a;; i smjesta u i-ti redak i
j—ti stupac tablice s m redova i n stupaca. Skup svih realnih matrica tipa m x n oznatavamo
sa Myn(R). Za elemente a;; matrice A koristimo oznaku [a;;]. VaZzno je napomenuti da sve
operacije koje vrijede za realne matrice vrijede i za kompleksne matrice [18].

ail ai2 ais oee Aln

a1 a2 a3 - Q2p

A= |a31 aszx as .. asp
_aml am2 Am3 ... amn_

Redak je horizontalni niz elemenata u matrici. Za red mozemo jos$ reéi da je to uredena n-torka
(a11, a1, @13, ..., a1n), (@21, G22, G23,...,a2n), (a31, 32, G33,...,A30), -, (Am1, Gm2, Gm3; - s Gmn)-
Stupac je vertikalni niz elemenata u matrici. Stupac je uredena n-torka koju Cine elementi

(a11, a1, asi, ..., am1), (@12, 22, a32,...,am2), (@13, @23, A33,...,Am3), --s (A1ns G2ns A3n; - Amn)-
Matrice se oznacCavaju velikim tiskanim slovima (A, B, C...).

2.1. Vrste matrica

Postoji veliki broj razliCitih vrsta matrica. Mi ¢emo se u ovom dijelu upoznati samo s
osnovnim vrstama matrica koje su nam potrebne za razumijevanje LU, Cholesky, SVD i QR
dekompozicija.

Kvadratna matrica je matrica koja ima isti broj redova i stupaca. Za takvu matricu
kazemo da ima red koji odgovara broju redaka (stupaca). Ako matrica ima red n to znaci da ta
matrica ima n redova i stupaca, odnosno vrijedi m = n.

aill a2 A1n

a21 a2 «e Q2p
A=

Aml Am2 ... Qmn

Jednostupcasta matrica (vektor-stupac) je matrica koja ima samo jedan stupac. Ova
matrica je oblika (m, 1). NajceS¢e se oznacava malim slovom b.



Transponirana matrica je matrica koju dobivamo tako da retke zamijenimo stupcima
i stupce zamijenimo recima. Vrijedi sljedeca jednakost A;; = A;Q . Transponiranu matricu
matrice A oznatavamo kao A7 .

a1l a1

ailp aiz a3
= |a12 G22

az1 ag2 G23
a1z a23

Simetricna matrica je vrsta kvadratne matrice ¢ijom zamjenom redova sa stupcima i
stupaca sa redovima dobivamo istu matricu. Da bi u potpunosti mogli razumijeti simetrinu
matricu uvodimo pojam glavne dijagonale. Glavna dijagonala (oznaena na doljnjoj matrici
slovom g) pocCinje u gornjem lijevom kutu matrice i zavrSava u donjem desnom kutu matrice.
Preciznije glavna dijagonala je uredena n-torka (a11, age, ass, ..., an,). Sad mozemo precizirati
simetricnu matricu kao kvadratnu matricu Ciji su elementi simetri¢ni s obzirom na glavnu dija-
gonalu. Vrijedi A = AT, tako za taj tip matrice npr. vrijedi a12 = as1, a13 = a3 (0znadeno na
donjoj matrici istim slovima)...

A=

Q@ »n

s
g
b

o o 2

Gornjetrokutasta matrica je kvadratna matrica kojoj su svi elementi ispod dijagonale
jednaki nuli, tj. a;; = 0 kad je ¢ > j. Gornjetrokutasta matrica oznacava se velikim slovom U.

2]

a1;p ai2 as
U= 0 as22 Q923
0 0 ass

Donjetrokutasta matrica je kvadratna matrica kojoj su svi elementi iznad dijagonale
jednaki nuli, tj. a;; = 0 kad je i < j. Donjetrokutasta matrica oznacava se velikim slovom L. [2]

aill 0 0
L= laxn ax» O

a3y azz2 as3

Dijagonalna matrica je kvadratna matrica kojoj su svi elementi izvan glavne dijagonale
jednaki nuli, tj. a;; = 0 kad je i # j. [2]



all 0 0
A= 0 a9 0
0 0 ass

Jedini¢na matrica je kvadratna matrica kojoj su svi elementi izvan glavne dijagonale
jednaki nuli, a elementi glavne dijagonale su jednaki 1. Vrijedi a;; = 0 kad je i # j i a;; = 1 kad
je i = j. Ozna¢avamo ju sa slovom I. [2]

~
Il

o R

oS = O

— O O

Inverzna matrica je ona matrica kojom moramo pomnoZziti kvadratnu matricu da bismo
dobili jediniénu matricu. Vrijedi A"V A = I. A=Y nazivamo inverznom matricom

Regularna matrica je ona matrica za koju postoji inverz matrice, odnosno njezina de-
terminanta mora biti razli¢ita od 0. Ako vrijedi ACDA =1, A nazivamo regularnom matricom,
ako to ne vrijedi A nazivamo singularnom matricom.

Unitarna matrica je ona matrica A € (C)"*™ za koju vrijedi AA = I, to jest stupci
matrice A su ortonormirani s obzirom na standarni skalarni umnozak [17].

2.2. Determinante matrica

Determinanta je funkcija definirana na skupu svih kvadratnih matrica, a poprima vrijed-
nosti iz skupa skalara. Determinante najées$ée oznacavamo sa det i imenom matrice. Determi-
nante definiramo induktivno. To znaci da determinantu n-tog reda definiramo pomoc¢u determi-
nante n — 1 reda [5]. Determinante su sloZzena tema, a mi ¢emo zbog jednostavnosti pokazati
izraCun determinante za matrice reda 3. Ovdje uvodimo i pojam minore. Minoru mozemo
definirati kao determinantu podmatrice. Minora je zapravo determinanta kvadratne matrice do-
bivena brisanjem nekih njezinih redova ili stupaca. Determinanta matrice A[a] koja je prvog
reda je broj a (a je vrijednost elementa matrice reda 1). Determinanta matrice A drugog reda

ail a2
a1 Q22

det(A) = ajraze—ai2a21

A=

racuna se prema formuli:

Determinanta matrice A treCeg reda

ai;p a2 a3
A= az1 ag2 23

az1p asz ass



racuna se prema formuli:

a22 Q23 az1 a3 a1 a2

det(A) = a1y — a2 + a3

azz 433 asr ass asr a32

Iz navedenih formula mozemo doéi do zaklju¢ka da determinanta za matricu A oblika

ai; a2 ... Qin

a1 ago aon
A p—

aml am2 ... Qmn

ima sljedeci oblik:

det(A) = a11d6t<A)11—a21d€t(A)21 + ...+ (- 1)"+1an1det(A)n1 = Z(- 1)k+1ak1det(A)k1
k=1

Svojstva determinanti pomocu kojih mozemo ubrzati njihovo dobivanje:
1. Ako matrica ima red ili stupac ¢iji su svi elementi 0 tada je njena determinanta jednaka 0.
2. Ako matrica ima dva jednaka reda ili stupca tada je njena determinanta jednaka 0.
3. Ako matrica ima dva proporcionalna reda ili stupca tada je njena determinanta jednaka O.
4. Ako je jedan red ili stupac matrice jednak sumi druga dva reda ili stupca tada je njena
determinanta jednaka O.
5. U determinanti mozemo faktorizirati neki red ili stupac.
6. Vrijednost determinante se ne mijenja ako zbrajamo ili oduzimamo redove ili stupce sa
drugim redovima ili stupcima.
7. U determinanti mozemo zbrajati ili oduzimati prethodno pomnozene redove ili stupce.
8. Determinanta matrice jednaka je determinanti njene transponirane matrice [6].

2.3. Mnozenje matrica

Mnozenje matrica je moguce samo za one matrice koje su ulan¢ane. UlanCane matrice
su one matrice Ciji je broj stupaca prve matrice jednak broju redaka druge matrice. Drmac,
Marusi¢, Singer, Hari, Rogina, Singer [3] navode da je umnozak (produkt) matrica A i B matrica

C = A x B € R™*P kojoj su elementi odredeni formulom

n
Cij = agby;zasve1<i<m,1<j<p
=1

Umnoskom matrice A s m redova i n stupaca i matrice B s n redaka i p stupaca dobi-
vamo matricu C's m redova i p stupaca. Matrice mnozimo tako da svaki redak prve matrice
pomnozimo sa svakim stupcem druge matrice. Prvo mnozimo prvi element prvog retka sa pr-
vim elementom prvog stupca, zatim mnozimo drugi element prvog retka sa drugim elementom
prvog stupca i taj postupak ponavljamo tako dugo dok ne pomnozimo sve elemente prvog retka
sa svim elementima prvog stupca. Zatim zbrojimo dobivene vrijednosti. Dobiveni rezultat biti



¢e element prvog retka i prvog stupca. Nakon toga mnozimo sve elemente prvog reda sa svim
elementima drugog stupca i to ponavljamo dok sa prvim retkom ne pomnozimo sve stupce.
Nakon toga prelazimo na drugi redak i ponavljamo isti postupak. Zatim prelazimo na sljedeci
redak i tako sve dok ne izmnozimo zadnji redak s zadnjim stupcem.

bi1 bi2
Ap — |G @2 a1 _|a11bi1 + aizbor + a1zbs1 ar1biz + aizboe + a13bs2
= bor bao| =
a1 a2 a3 a21b11 + az2ba1 + a3bz1  as1b12 + azzbaa + a3bzz
b31 b3z
bi1 b1 biiai1 + bizagr  biiaiz + bioaze  biiaiz + bizass
ain a2 a3
BA = |by by = |bo1a11 + baoao1r  borai2 + baoass  baraiz + baoaos
a1 a2 a3
b31 b3z bsrai1 + bgaazr  bzraiz + bz2azs  bsraisz + bzzass

Neka je A € R™*™ | B € R™*P, UmnozZak matrica A i B je matrica C = A x B € R™*P
dok je s oznaka za skalar. 1z prethodnih umnozaka vidimo da ne vrijedi svojstvo komutativnosti
(AB = BA). Vazna svojstva koja koristimo tijekom umnoska matrica su:

1. A(BC) = (AB)C = lijeva distributivnost
2. (A+ B)C = AC + BC = desna distributivnost
3. s(AB) = (sA)B = A(sB) = kompatibilnost mnozenja matrica sa skalarom

4. A(B+ C) = AB + AC = asocijativnost mnozenja [3]



3. Sustav linearnih jednadzbi

Linearna jednadZba sa nepoznanicama x1, xs,....xn—1, Tp j€ jednadzba koja ima oblik:

a1T1 + a2 + ... + Qp_1Tp_1 + Apty = b

Sada dok znamo $§to je linearna jednadzba moZzemo definirati sustav linearnih jed-
nadzbi. Sustav linearnih jednadzbi je zapravo skup od m linearnih jednadzbi s n nepoznanica
pri tome vrijedi m,n € N.

a1121 + @122 + ... + AQ1p—1Tp—1 + A1y = by
a171 + 222 + ... + G2p1Tn—1 + A2, Ty = b2

Am121 + Amax2 + .. + Gpp—1Tn—1 + ATy = by

Pri tome, skalari a;; , i = 1, 2,....,m, j = 1, 2,...,n zovu se koeficijenti sustava,
b1, ba, ..., by, slobodni ¢lanovi, a x, 9, ...z, ZOVU S€ nepoznanicama. [4]

Linearne jednadZzbe mozemo zapisati pomoc¢u matrica u obliku Az = b. Matrica A sadrZi
koeficijente sustava. Matrica z je jednostupCana matrica koja sadrzi nepoznanice z1, xo,...7,
, @ matrica b je jednostupCana matrica koja sadrzi slobodne Clanove by, bo, ..., b,,. Kada tran-
sformiramo prethodne jednadZbe u odgovaraju¢e matrice dobivamo sljede¢e matrice.

ail ai2 A1n—1 ain
a1 a2 a2n—1 a2n
Gml Am2 .- Amn—1 Omn

Nakon §to imamo tako zapisani sustav cilj nam je dobiti rjeSenje koriStenjem elemen-
tarnim transformacijama. RjeSenje ovakvog sustava je uredena n-torka Cijim uvrStvanjem u po-
Cetne jednadzbe dobijemo odgovarajuée vrijednosti (rjeSenja koja odgovaraju matrici slobodnih
¢lanova). Elementarne transformacije koje se izvode nad matricama su:

1. Zamjena redoslijeda stupaca (redaka)
2. Mnozenje stupca (retka) sa nekim skalarom

3. Dodavanije stupcu (retku) drugi redak (stupac)



4. Gaussov postupak eliminacija

Da bi kasnije mogli objasniti dekompozicije moramo objasniti §to je to Gaussov postu-
pak eliminacije. Gaussov postupak eliminacije je postupak rjeSavanja sustava linearnih jed-
nadzbi oblika Az = b. Osnovna ideja ovog postupka je svodenje na ekvivalentni sustav kako
bi lakS§e mogli odrediti rjeSenja sustava jednadzbi. Pretpostavimo da imamo zadani sljedeci
sustav jednadzbi:

a1171 + a1aw2 + a13x3 = by
2171 + a22T2 + a23w3 = bo
as1ry + agews + agzws = b3

Vidimo da je sustav tipa 3 x 3. Tom sustavu sada pridruzujemo matricu sustava koja je
tipa 3 x 4. U lijevi dio piSemo vrijednosti koje se nalaze uz = dok u desni dio (odvojen |) piSemo
vrijednosti b1, by [ bg.

ailr a2 a3 | by
a1 az a3 | by

az1 aszx asz | b3

Transformiramo navedenu matricu koristenjem elementarnih operacija koje su opisane
u prethodnom poglavlju. Transformiranjem matrice dobivamo sljedeéu matricu.

1 0 0 C1
0 1 0]ece
0 0 1 C3

Stupci koji se nalaze lijevo od | mogu imati i drugaciji redoslijed. Dok imamo ovakav
sustav mozemo o itati rjeSenje sustava iz odgovaraju¢ih jednadzbi. Prvi stupac se odnosi na
x1, drugi se stupac odnosi na z-, a treci se stupac odnosi na z3. = poprima vrijednost one
dobivene vrijednosti ¢ gdje je za taj x postavljena vrijednost 1 u lijevom dijelu matrice. Ukoliko
postoji redak koji ima sve nule lijevo od znaka |, a desno od tog znaka je razli¢ita vrijednost od
nula onda zaklju¢ujemo da sustav nema rjeSenja. Ako u desnom dijelu ima red s nulom i za taj
red u lijevom dijelu su sve nule onda takav red zanemarujemo.



5. Python

Python je jedan od najkoristenijih programskih jezika danasnjice. Python je interpre-
terski programski jezik. Interpreterske programske jezike ne treba prevesti (kompajlirati) prije
izvodenja pa se mogu relativno brzo izvesti. Python je osmislio Guido van Rossum 1991.
godine. Python se Koristi za programiranje web aplikacija, desktop aplikacija, malih skripti...
Glavne prednosti ovog programskog jezika su jednostavnost i jednostavna i razumljiva sin-
taksa te veliki broj razliCitih biblioteka. Python omogucuje nekoliko razli€itih stilova programi-
ranja. Objektno-orijentirano programiranje, aspektno programiranje i strukturno programiranje
su stilovi koje podrzava Python. Kao glavna specifi¢nost u odnosu na druge programske jezike
istice se uvlacanje koje se koristi kao metoda razlikovanja blokova umjesto vitiCastih zagrada
i kljuCnih rijeCi koje se koriste u drugim programskim jezicima. Python se koristi za obradu
podataka, zbog toga je vazno da su stru¢njaci upoznati s njime jer bez njega ne mogu razvijati
napredne tehnologije. Ranije smo spomenuli da je jedna od glavnih prednosti veliki broj ugra-
denih biblioteka. Najpoznatije biblioteke koje se koriste su NumPy, SciPy, Django, Math [8].
Te biblioteke imaju ugradene funkcije i klase kako bi se olakSalo pisanje programskog koda.
Osnovne karakteristike Pythona:

. Besplatan i ima dostupan izvorni kod

. Jednostavno pisanje i razumijevanje koda

. Objektno-orijentiran, ali podrzava i druge stilove programiranja
. Ima podrsku za grafiCko korisni¢ko sucelje

. Lako debugiranje (pronalaZzenje greSaka i nedostataka)

O O~ WODN =

. Neovisan o platformi (program napisan na windowsima bez problema mozemo pokrenuti na
drugoj platformi (Unix ili Mac) )

7. Lako se integrira s drugim programskim jezicima

8. Interpreterski jezik

9. Veliki broj razliitih biblioteka

10. Dinamican jezik (nije potrebno specificirati tip varijable)

11. Koristi dinamicku alokaciju memorije [7]

Slika 1: Python logo

Iz svega navedenog mozemo zakljuciti zasto je Python toliko koriSteni programski jezik.
Njegova fleksibilnost i svestranost je velika prednost u odnosu na druge programske jezike i
uzrok njegovog uspona u koristenju.



6. LU dekompozicija

LU dekompozicija je rastav matrice A na umnozak donjetrokutaste matrice i gornje-
trokutaste matrice. Za matricu A mora vrijediti A € R™*". LU dekompozicija vrijedi samo za
regularne matrice. Odnosno determinanta matrice za koju izvodimo LU dekompoziciju mora biti
razlicita od 0. LU dekompozicija ima Siroku primjenu, a danas se najcesce koristi kod izraCuna
tokova snage kod velikih dimenzija i velikog broja ¢lanova zbog ustede vremena [3].

Nakon §to smo se ukratko upoznali s LU dekompozicijom i njenom primjenom, mozemo
objasniti kako se sama dekompozicija izvodi. Zbog jednostavnosti uzet ¢emo matricu reda 3
(matrica oblika 3 x 3 ). Pretpostavimo da imamo definiranu matricu A oblika:

ailp aiz2 ais
A= lag a2 a

aszy asz ag3

Gornjetrokutasta matrica za matricu A:

U1 U2 U3
U= 0 u22 U23
0 0 us3

Donjetrokutasta matrica za matricu A:

L=l 1

Matrica b je oblika:

Prvo provjerimo da li je matrica A regularna. To provjeravamo izraCunom determinante.
Determinanta matrice reda 3 se raCuna prema formuli:

a22 a23 a1 a3 a1 ag2

det(A) = a1q — a2 + a3

azz a33 asr ass asy a32

Zatim zapiSemu matricu A kao umnozak matrica LiU. A = LU
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10 0O) [unn w2 w3 U1l Uu12 u13
logr 1 0 0 w2 wu2z| = |latuir  laruiz + uze la1u13 + us23
l31 I3 1 0 0 |uss l31urr  I31u12 + l32u22  I31uU13 + [32U23 + Uu33

Sad treba rijesiti sustav jednadzbi

Ui Uu12 u13 ail a2 a3
lorurr  laruie + uge loru1z + u2s = |a21 a2 a3
[31u11  l31u12 + l32u22  [31U13 + [32U23 + U33 azy asz ass

RjeSavanjem sustava jednadzbi dobivamo sljedece vrijednosti

Uil = aii
U2 = a2
U113 = ai3

l21u1r = a1

la1u12 + u22 = ago

lo1u13 + u23 = as3

I31u11 = a3

I31u12 + I32u20 = a3z
I31u13 + l32u23 + u33 = as3

Sad kada smo dobili nepoznate vrijednosti matrica L i U mozemo izraunati vrijednost matrice
y prema formuli Ly = b.

10 Y1 by
lor 1 y2| = |b2
l31 32 Y3 b3

Mozemo uociti da u prvom redu imamo samo jednu vrijednost koja je razli¢ita od 0
pa mozemo odmah dobiti vrijednost y;. U drugom redu imamo dvije vrijednosti u matrici L
razlicite od 0. UvrStavanje izraCunate vrijednosti y; ostaje nam samo jedna nepoznanica -,
a nju jednostavno dobivamo. Uvrstavanjem y; i yo u treci red trebamo izraCunati samo jednu
nepoznanicu y3 pa bez veéeg problema dobivamo skup rjeSenja. Za racunanje vrijednosti y
koristimo postupak koji se zove eliminacija ili supstitucija unaprijed. Tu zapravo vidimo koja
je prednost svodenja na gornjetrokutaste i donjetrokutaste matrice.

Nakon &to smo dobili y1, y2, y3 mozemo krenuti s posljednjim korakom. UvrStavanjem
izraGunatih vrijednosti u formulu Uz = y dobivamo skup z-eva koji su rieSenje zadanog sustava
linearnih jednadzbi.
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Uil U2 U113 r1 Y1
0 uoe wez| [x2| = |2
0 0 ‘usz] [x3 Y3

Mozemo uoCiti da u zadnjem redu u matrici L imamo samo jednu vrijednost razli¢itu od
nule pa krecemo prvo s izratunom vrijednosti zadnjeg xz-a u ovom slucaju x3. Nakon §to dobimo
x3 prelazimo na rieSavanje predzadnje jednadzbe posto smo dobili ve¢ z,. Zatim prelazimo na
prethodnu jednadzbu gdje trebamo dobiti samo z;. Ovakav postupak zove se eliminacija ili
supstitucija unazad.

6.1. Primjer LU dekompozicije

Uzmimo za primjer sljedeCe matrice

2 4 3
A=13 8 14|,b= |13
2 6 13 4

Prvo izraCunamo determinantu za matricu A

8 14
6 13

14 3
+
13 2

438

det(A) =1
(4) 2 6

-2

a11(aazs — azzagze) — aiz(aziazs — azxzasi) + azi(aziasy — aggasr) = (1(8-13-14-6) —2(3-13 —
14-2) +4(3-6-8-2)) =6

Dobili smo determinantu razliCitu od 0 pa mozemo dobiti LU dekompoziciju. Sada pomnozimo
matricu L i U.

10 0f [unn w2 w3 U1l Uu12 u13
lor 1 0 0 wuge waz| = |latuir  laruiz + uze la1u13 + us23
l31 I3 1 0 0 |uss l31u1r  I31u12 + I32u22  I31u13 + [32U23 + Uu33

RjeSavamo dobiveni sustav jednadzbi

u11 U2 U13 1 2 4
lorurr  larure + ugo la1u13 + uos =3 8 14
[31u11  I31u12 + I32u29  [31u13 + [32U23 + u33 2 6 13
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uip = a1 = up =1

U2 = a12 = ulz = 2

uig = a13 = w1z =4

lorury = ag = log =3

lo1u1g + U2 = @99 = 3 -2+ Uy = 8 = Uy = 2

lo1u13 + ugg = agg = 3 -4 + ugz = 14 = ugg = 2
l31u11:a31:>l31-1:2:>l31:2

I31u12 + l32ug2 = a3 = 2-2+4132-2=6= 132 =1

l31u13 + l32u03 +ug3 = az3 = 2-4+1-2+wu33 =13 = uz3 =3

Matrice U i L sad izgledaju ovako:

1 0 0 1 2 4
L=13 1 0|, U=1]0 2 2
2 1 1 0 0 3
Slijedi izraCun y na temelju formule Ly = b
1 0 0] [ 3
L=13 1 0| |y| = |13
2 1 1| |ys 4

y1=3
31 +y2=13=3-34+ 1y =13 =y =4
2 +y2tys=4=2-3+4-1+ys=4=yz = —6

Sad kad imamo y moZemo dobiti 2 na temelju formule Uz = y

1 2 4] =1 3
0 2 2 To| = 4
0 0 3| |73 —6

3r3 =—6=>123=—-2
%n + 23 =4 =2 a9+ 2-(—2) =4 = ay=4
:c1+2$2+4x3:3:>x1—|—2-4+4-(—2):3:>x1:3

Time smo pomocu LU dekompozicije dobili da je rjeSenje sustava linearnih jednadzbi
uredena trojka (3, 4, -2).

6.2. LU dekompozicija s pivotiranjem

Ranije prikazani algoritam ima neke nedostatke. Naime matrica A mora zadovoljavati
strukturu i odredene uvjete. Sve glavne minore matrice moraja biti razli¢ite od 0. Odnosno
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sve podmatrice moraju biti regularne. Dokaz te tvrdnje navode Drmag¢, Singer, Marusi¢, Hari,
Singer, Rogina [3, str.157. - 161.] pa mi sada ne¢emo trositi vrijeme na dokaz te tvrdnje nego
¢emo to prikazati na primjeru. Pretpostavimo da imamo matricu A:

[

Determinanta matrice A je -1 pa znamo da ova matrica ima rjieSenje, ali nema LU de-
kompoziciju jer joj je prva glavna minora mi; = a;; = 0. Prema formuli A = LU matricu A

mozemo zapisati kao:
A _ 0 1 _ 1 0 Uil U2
1 0 121 1 0 U22

To znaCi da je u1; = 0, a lajue; = 1. Vidimo da je to nemoguée jer 1 x 0 = 1 je

nemoguce dobiti.
Znamo da matrica A prikazuje sustav

0x1+x2=b1

T1+T9=by
koji uvijek ima rjeSenje

To=by

x1=ba-b1
Zapisujemo ju kao:

T14+2o=by

0$1 +.752=b1

SEREIE

Vidimo da sad postoji LU dekompozicija. Odnos izmedu matrica A i A’ zapisujemo kao A’ =

' NERTIY

Matricu P zovemo matrica permutacija.[3]

Matrica ovog sustava je

Drugi vazan pojam za potpuno razumijevanje LU dekompozicije s pivotiranjem je pi-
votni element (pivot). Pivotni element mozemo definirati kao element koji se nalazi na dija-
gonali prilikom izvodenja Gaussove eliminacije. Pomoc¢u njega se eliminiraju elementi koji se
nalaze u istom stupcu ispod njega koriStenjem elementarnih transformacija. Sad kad smo se
upoznali sa svim vaznim pojmovima za razumijevanje ove metode mozemo krenuti s opéenitim
algoritmom.

Prvi korak u LU dekompoziciji na temelju pivotiranja je odredivanje pivota za prvi stu-
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pac. Pivot za prvi stupac je onaj element koji ima najveéu apsolutnu vrijednost za prvi stupac.
Ako se ta vrijednost ne nalazi u prvom redu mijenjamo prvi red s redom u kojem se nalazi ta
vrijednost. Red s najve¢om apsolutnom vrijedno$¢u u prvom stupcu postaje prvi red dok red
koji je do sada bio prvi odlazi na poziciju na kojoj se nalazi red s kojim smo ga zamijenili. Pro-
mjenu reda oznacimo u matrici P. Ranije smo spomenuli da je P matrica permutacija. Matrica
P je istog reda kao matrica A i oznaCava koje su permutacije vrSene nad matricom A. Matrica
P ima 1 na glavnoj dijagonali dok su ostali elementi 0. Tako na primjer ako zamijenimo prvi
red matrice s tre¢im redom matrice u matrici P prikazujemo tu promjenu tako da zamijenimo
treci red s prvim redom. Dok na primjer zamjenom drugog i tre¢eg reda promjenu oznacavamo
tako da u matrici P zamijenimo drugi i treCi red. Nakon promjene u matrici P mozemo izvesti
Gaussovu eliminaciju. Ispod pivotnog elementa moramo dobiti 0 pa mnozimo pivotni element
s vrijedno$cu koja pribrojena vrijednosti koja se nalazi ispod pivota za taj red daje 0. Postu-
pak ponavljamo za sve retke i stupce. Dok smo pomnozili elemente i pridodali odgovarajuéim
vrijednostima kre€emo s trazenjem pivotnog elementa za drugi stupac na temelju vrijednosti
matrice A dobivenih nakon eliminacije vrijednosti koje se nalaze ispod pivota za prvi stupac.
Zanemaruje se prvi red i gledaju se drugi stupci u ostalim redovima. Ponavlja se postupak
opisan za prvi red (svi elementi koji se nalaze ispod pivota se mnozZe s vrijednostima kojima
se dobiva 0 za taj stupac svakog reda koji se nalazi ispod pivota). Postupak ponavljamo za
sliedeci stupac i tako sve dok ne dobimo gornjetrokutastu matricu matricu U.

Matricu L mozemo dobiti paralelno tijekom pronalaska matrice U ili na kraju. Elemente
matrice L za prvi stupac dobivamo tako da za svaki red podijelimo vrijednosti iz matrice A
u prvom stupcu tog reda s pivotom za taj stupac. Za drugi stupac tako da elemente matrice
dobivene nakon prve permutacije matrice A podijelimo s pivotom za drugi stupac koji se takoder
odreduje nakon permutacije. Za treCi stupac tako da elemente matrice dobivene nakon druge
permutacije matrice A podijelimo s pivotom za treéi stupac i taj postupak ponavljamo sve dok
ne dobimo sve elemente matrice L. Nakon §to su nam poznate matrice P, L, U odredujemo
matricu v'. Matricu &’ odredujemo permutacijom matrica b i P. Primjerice ako matrica P za prvi
red ima 1 u treéem stupcu to znaci da u prvi red matrice b’ dolazi vrijednost koja se nalazi u
trecem redu matrice b. Nakon §to odredimo matricu v’ iz formule Ly = &’ odredimo vrijednosti
y rieSavanjem sustava linernih jednadzbi eliminacijom unaprijed. Kad su nam poznati svi y, z-
eve dobivamo na temelju formule Uz = y rjeSavanjem sustava jednadzbi eliminacijom unatrag.
Dobiveni x-evi pretstavlja rieSenje zadanog sustava jednadzbi.

6.2.1. Primjer LU dekompozicije s pivotiranjem

Uzmimo za primjer matrice:

2 04 6 2 1 0 00
-2 4 4 — -2 1

. 6 b= P= 0 0 0
0 2 2 8 0010
12 4 4 8 2 0001

Prvo §to radimo je odabir pivotnog elementa za prvi stupac. Vidimo da najvecu apsolutnu
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vrijednost u prvom stupcu ima red 4. Pa zamijenimo prvi i Cetvrti red. Tu promijenu naznacimo
u matrici P.

0001 12 4 4 8
pu_ |0 1008 pyy 2446
0010 0 22 8
1000 2 04 6

Zatim radunamo matricu A()) koristenjem Gaussovih eliminacija. Vrijednosti matrice L dobi-
vamo tako da vrijednost koja se nalazi ispod pivota podijelimo s pivotom za taj stupac. Za prvi
sluCaj imamo sljede¢u matricu L:

1 0 0 0 1 0 0 O 12 4 4
a —1 14 14 —14
L) |an P OO 5 OO0 o _ropmy_ |0 3 3
% 010 0O 01 0 0o 2 2 8
1 -2 10 14
awm 001 s 001 0 3 3 3

Sljedeci korak je provjera pivot elementa za drugi stupac. Pivot za drugi stupac se odreduje
na temelju vrijednosti matrice A(!). Vidimo da najveéu apsolutnu vrijednost za drugi stupac
ima drugi red pa matrica permutacija ostaje identi¢na prethodnoj matrici permutacija jer nema
promjena. Radunamo matricu A i L2,

1 0 0 0 1 0O 0 0 12 4 4 8

a 1 14 14 -—14
Lo = e L 000 e 1008 e pepeg0= |V s s

a1 ap(l) 1 0 % 1 0 0O 0 0 10

a a

ﬁ ﬁ(l) 0 1 1 -1 g 9 0O 0 4 4

a41 a2 6 7

Zatim trazimo pivot element za tre¢i stupac. Vidimo da je 4 u Cetvrtom redu veca vrijednost
od 0 u tre¢em redu. Ranije smo spomenuli da se ne gledaju redovi koje smo prethodno ko-
ristili za pivotiranje. Moramo promijeniti redoslijed redova 3 i 4. Promjenu oznacimo u tablici
permutacija.

00 01 12 4 4 8

14 14 —14

pe — [0 100 b |0 5 5
1000 0 0 4 4
0010 0 0 0 10
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Sad ra¢unamo matricu L) i A®),

1 0 0 0 1 0 0 0 12 4 4 8
a -1 14 14 -—-14
L& — fan L 000 e L 00N e repege= |0 3 3 5
ann as(l) 1 0 1 -1 1 9 0 0 4 4
asg1 a2 [§ 7
a1t az2(1) a33(2) 0o 2 0 1 0 0 0 10
asl  a22 a43 7
Vidimo da smo sad dobili donjetrokutastu i gornjetrokutastu matricu.
0 0 0 1 1 0 00 12 4 4
—1 14 14 -—-14
P (U U e R AUV S U i e
100 Of 1o 0 0 4 4
0010 0 2 01 0 0 0 10

Racunamo permutaciju matrice b na temelju matrice permutacija

o = O O

O O = O

= o O O

o O O =
\V]

Kad imamo matricu b’ raunamo y uvrstavanjem u formulu Ly = '. y dobivamo supstitucijom
unaprijed.

1 0 0 Of [n 2
= 1 0 0f |y2f |2
& =1 0] |y 2
0 2 0 1{ |m 4
RjeSavanjem sustava dobivamo
Y1 =2
Tty =2=>F 24 p=—2=yp=7
ly +;1 + :2:>l. f;l.;5+ =2= - 10
6J1 7 Y2 T Y3 6 7 3 Y3 Y3 7

3 3. =5 33
Fp=4d=>5-Fyu=5

Uvrstavanjem u formulu Uz = y dobivamo rjeSenje. x dobivamo supstitucijom unatrag.
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12 4 4 8 T1 2
0 4 4| |as 2
0 0 0 10| |24 %?
1Ox4:§:>x4:%
4x3+4m4:$:>4x3+4-%:¥$x3:g—§

M, 14 14 _ 10 _ 14, | 14 -4 _ 14 33 _ s
FL2H L3 - FTa=7 = 32t 3 35— 3 707 L2735

1221 +4zg +das + 824 =2 = 1201 +4 - 5 +4- 32 +8 B =227, =1

6.3. Implementacija u programskom jeziku Python

U poglavlju 5 smo ukratko opisali najvaznija svojstva programskog jezika Python, a sad
¢emo prikazati implementaciju LU dekompozicije.

1 numpy as np

2 math

4 np.seterr (divide=’ignore’, invalid=’ignore’)
5 red = ( ("Unesite red matrice:"))

6 redak=stupac=red

8 ("Unesite sve vrijednosti matrice u istom retkom (vrijednosti moraju biti
odvojene razmakom) : ")

9

10 unos = ( ( o () .split ()))

12 A = np.array (unos) .reshape (redak, stupac)

13 ("Matrica A:")

14 (A)

15 ("\n")

16

17 luDekompozicija (A) :

18 U = np.zeros (( (A7), (A)))

19 L = np.eye (redak)

20 i ( (BA)):

21 3 (i, (A)) :

22 zbroj = 0

23 k (1) :

24 zbroj += L[i][k] = U[k][]]
25 ULi][3] = A[i][3] - zbroj

26

27 J (1 + 1, (A)) =

28 zbroj = 0

29 k (1) :

30 zbroj += L[3j]1[k] * U[k][1i]
31 L[31[4i] = (A[J1[i]1 - zbroj) / U[i][i]
32 (math.isnan (L[3][1])):

33 L[Jj]1[i]=0
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34 ("Matrica L:")

35 (L)

36 ("\n")

37 ("Matrica U:")
38 (U)

39

40 luDekompozicija (A)

U prethodnom poglavlju smo spomenuli da je jedna od najvecih prednosti Pythona veliki
broj razli¢itih biblioteka. Jedna od takvih biblioteka je i NumPy. NumPy biblioteka omoguéuje
manipulaciju viSedimenzionalnim nizovima i matricama. Druga vazna biblioteka koju koristimo
je math koja u sebi sadrzi ugradene matematicke funkcije. Da bi mogli koristiti biblioteke po-
trebno ih je instalirati preko naredbenog retka (cmd) u mapu gdije je instaliran Python. Da bi
instalirali biblioteku NumPy koristimo naredbu python -m pip install numpy. Sad kad smo
pripremili okruzenje mozemo krenuti s tumacenjem programskog koda. Prvim dvjema linijama
ukljucujemo biblioteke NumPy i math u programsko rjeSenje. Naredbom iz linije 4 onemogucu-
jemo ispis greske kada neki broj djelimo sa 0. Taj slu€aj ¢e biti kasnije opisan. Naredbe iz linija
5-15 sluze za definiranje dimenzija matrice A i za njezin ispis. Naredbom u liniji 5 trazimo od
korisnika da unese red matrice. Zatim u sljedecoj liniji pridruzujemo vrijednost varijabli redak
i stupac koja odgovara vrijednosti varijable red. Linija 8 omogucuje unos vrijednosti od strane
korisnika ovisno o redu matrice. Vazno je napomenutu da se sve vrijednosti unose u istom
redu i odvajaju se pomoc¢u razmaka. Naredbom map iz linije 10 kreiramo listu Cije su vrijed-
nosti odvojene zarezom na temelju unesenih vrijednosti iz linije 8. Linija 12 sluzi za kreiranje
matrice A dimenzija vrijednosti pridruzenih varijablama redak i stupac. Linije 13-15 sluze za
ispis matrice A. Sama LU dekompozicija je definirana izmedu linija 17-38. U liniji 17 definiramo
funkciju koja kao parametar prima matricu A i ispisuje matrice U i L nakon $to ih popunimo
odgovarajuc¢im vrijednostima. Na pocetku kreiramo varijablu U koja ima samo 0. Za kreiranje
matrice koja ima samo 0 koristimo naredbu Np.zeros. Pomocu te naredbe kreira se matrica s
brojem redaka i stupaca koji odgovaraju broju redaka i stupaca matrice A. Matricu L definiramo
kao matricu koja na dijagonalama ima 1, a na ostalim pozicijima ima 0. Za to koristimo naredbu
np.eye. Sad kad smo kreirali poCetni izgled matrica L i U mozemo krenuti sa zamjenom 0 sa
odgovarajuc¢im vrijednostima ovisno o kojoj se matrici radi (L ili U). Prvo ¢emo objasniti kako
se dobiju vrijednosti za matricu U. Za izraun vrijednosti matrice U koristimo 3 for petlje. Prva
petlja ima iterator i koji se poveéava tako dugo dok ne dode do duljine matrice A (u naSem slu-
Caju 3). Druga for petlja ima iterator j koji je u rasponu izmedu vrijednosti iteratora i i dimenzije
matrice A. Postavljamo varijablu zbroj na 0. Varijabla zbroj sluzi za dobivanje vrijednosti koju
oduzimamo od vrijednosti koja se nalazi na toj poziciji u matrici A. Na kraju imamo petlju koja
ima iterator & koji se izvodi sve dok ne poprimi vrijednost iteratora i. Ulaskom u petlju & varijabla
zbroj se povecava na temelju umnoSka matrice L[i][k] i matrice U[k][j]. Nakon Sto izraCunamo
varijablu zbroj koristimo ju za dobivanje vrijednosti elementa matrice U koji se nalazi na poziciji
i,j. Sad prelazimo na izraun matrice L, osim petlje koja ima iterator i, za izracun se koristi
petlja j koja je sad u rasponu od i 4+ 1 i dimenzije matrice A. Postavljamo zbroj na 0 i iteri-
ramo kroz petlju s iteratorom k koji je u rasponu iteratora i. IzraGunavamo zbroj prema formuli
L[j][k] x Ulk][z]. Sad kad nam je poznata vrijednost varijable zbroj mozZemo dobiti vrijednost

19



elementa matrice L koji se nalazi na poziciji L[j][i] na temelju formule (A[j][¢] — zbroj)/U[i][i].
Na kraju provjeravamo da li je izraCunata vrijednost jednaka nan-u (zbog dijeljenja s 0 postoji
ta moguénost). Ako imamo takvu vrijednost postavljamo ju na 0. Naredbe u liniji 34 - 38 sluze
za ispis matrica L i U. U liniji 40 imamo poziv funkcije.

Mozemo primijetiti da kod prvog prolaska kroz petlju s iteratorom i ne ulazimo u petlju
s iteratorom k jer je iterator i = 0. Zbog toga vrijednosti prvog reda matrice U odgovaraju
vrijednostima matrice A. Dok se vrijednosti za matricu L ne racunaju za prvi red. One ostaju
identi¢ne pocetnoj definiranoj matrici L (1 u prvom stupcu, a drugim stupcima 0). U ostalim
iteracijama kroz petlju s iteratorom : ulazi se u petlju s iteratorom k i raéuna se varijabla zbroj
prema zadanoj formuli iz linija 24 i 30.

L' C\Windows\py.exe
ite red matrice:3
e sve vrijednosti matrice u istom retkom (vrijednosti moraju biti odvojene razmakom) :
381426 13

A:

4]

14]
6 13]]

Slika 2: Matrice L i U dobivene na temelju Python programa opisanog iznad slike

Na temelju izraCuna koji smo napravili u poglavlju 6.1 mozemo vidjeti da su matrice L
i U dobivene pomoc¢u programa napisanog u Pythonu identi¢ne matricama L i U dobivenim u
poglavlju 6.1.
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7. Cholesky dekompozicija

Cholesky metoda se koristi za rjeSavanje sustava linearnih jednadzbi pri tome matrica
sustava mora biti simetricna. Cholesky dekompozicija je rastav simetricne matrice A na umno-
zak donjetrokutaste matrice i njezine transponirane gornjetrokutaste matrice pri tome matrica A
mora biti pozitivno definitna. Pozitivno definitna matrica A je ona matrica kojoj za sve x € R",
x # 0 vrijedi sljedece

xT Az >0
Ako za primjer uzmemo z = e; (i-ti stupac jedinitne matrice), onda je a; = el Ae; > 0. Od-
nosno dijagonalni elementi pozitivho definitne matrice su uvijek pozitivni. Pretpostavimo da je
S bilo koja regularna matricai x # 0 onda je y = Sz # 0 i vrijedi
zT(STAS)x = (Sx)T A(Sz) = yT Sy > 0.
Iz toga zakljucujemo da je i ST AS pozitivno definitna matrica.[3]

Cholesky dekompozicijom mozemo zapisati matricu A kao A = LL™.

(0 0 . 0] [l1 Ly oo lLina i |
o1 oo 0 0 0 oo ... ZQ’n_l lg’n
A=LL" = :
ll,n—l l2,n—1 l3,n—1 0 0 0 ln—l,n—l ln—l,n
b b B e lan) [0 0 0 I |

Za izraun nepoznatih elemenata matrice L i L koristimo sljedece formule:

li = /an
j—i
2
i =|ai =) B §=2.un
s=1
i=7% j=2..n
k—i
l]’k = ﬁ(ajk - leslks)a j=k+1,..,n, k>2
s=1

RjeSavamo sustav Ly = b, iz tog sustava dobivamo y koristenjem supstitucije unaprijed.
Kad dobijemo y mozemo dobiti 2 na temelju formule L7z = y supstitucijom unatrag. z-evi
pretstavljaju rjeSenje sustava.

7.1. Primjer Cholesky dekompozicije

Uzmimo za primjer matrice:
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4 10 8 44
A= |10 26 26|,b= [126
8 26 61 214

Matricu A zapisujemo kao umnozak matrice L i L.

i 0 O [l lo1 I31
A=LLT = |lyy lps 0] |0 log I3

I31 ls2 I33] [0 0 33

Koristenjem formula koje smo naveli u prethodnoj sekciji dobivamo sljedece vrijednosti

= a = Vi=1l =2

10
l21=%$7$l21:5

122:\/a22—151:>\/26—52:>l22:1

8
lglz%éiélglzll

l3g = L(CL32 — l31l21) = %(26 —4- 5) =130 =06

lo2o

l33:\/a33*l§1*l§2:>\/61*42*62:>l33:3

Sad mozemo matricu A zapisati kao LL” s time da su nam sad poznate nepoznate vrijednosti
elemenata matrice L.

4 10 8 2 0 0 2 5 4
A=LL" =110 26 26| =1|5 1 0| |0 1 6
8 26 61 4 6 3 0 0 3
Trebamo dobiti y iz jednadzbe Ly = b
2 0 0] [n 44
5 1 0| |y2| = [128
6 3| |ys 214

21 =44 =y =22
S5y; +y2 =128 = 522 + 1o = 128 = y9 = 18

4y +6y2 +3y3 =214 =4-2246-184+3y3 =214 = y3 =6
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Sad kad su nam poznati y mozemo dobiti z-eve iz jednadzbe L7z =y

2 5 4| |= 22
0 1 6| |z2| = |18
0 0 3| |3 6

3rx3 =6= a3 =2
To+6x3=18=204+6-2=18= 29 =06

201 +bxo+ 43 =22=221+5-6+4-2=22= 21 = —8

Time smo dobili da je rjeSenje ovog sustava = = (-8, 6, 2).

7.2. LDLT dekompozicija

Koristenjem Cholesky dekompozicije susrecemo se s problemom korjenovanja koji ote-
Zava izraCun potrebnih vrijednosti. Za izbjegavanije korjenovanja koristi se Cholesky dekompo-
zicija bez korijena poznatija pod nazivom LDLT dekompozicija. Matricu A moZemo zapisati
kao LDLT pri tome matrica L predstavlja donjetrokutastu matricu, L™ predstavlja transponi-
ranu donjetrokutastu matricu dok D predstavlja dijagonalnu matricu. Prednost ove metode je
da se moze koristiti za neke slucaje kada ne mozemo koristiti Cholesky dekompoziciju. Uz-
mimo za primjer matricu oblika 3 x 3. KoriStenjem ove metode imamo sljedeci oblik matrica
A=LDL .

aip a2 a3 1 0 0 d11 0 0 1 l12 l13
ag1 a2 Q93| = l21 1 0 0 d22 0 0 1 l23
a31 asg ass l31 l32 1 0 0 d33 0 0 1

Nepoznate elemente matrice D dobivamo na temelju formule:

djj = aj; — Zlgkdkk

Nepoznate elemente matrice L dobivamo na temelju formule:

1
Zj - alj lekdkkl]k df

Kad znamo to mozemo zapisati jednadzbu
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Az =y kao LDLTz =y.

Mozemo definirati

n
LTy =y, T =Y — Z LTy za i=nmn-—1,..,2,1
k=i+1

Takoder definiramo

Dy =z, Yi = 4= za 1=1,2,...n

Pocetna jednadzba je

i—1
Lz =0, zi:bi—Zlikzk za 1=1,2,..,n
k=1

MoZemo uociti da prvo trebamo dobiti z iz Lz = b dok nam je poznati z mozemo dobiti y iz
Dy = z i na kraju dobivamo z iz LTz = y [12].

7.2.1. Primjer LDLT dekompozicije

Uzmimo za primjer

D1 =An=2
_ Ay __ -1
Ly =542 =5

Aso—Ls; D11 L -1-(0)(2)(F) _ 2
Lgy = As2=La1Dula — 3 2 ) . =2

D =
22 3

Dsg = Ag3 — L3 D11 — L3,D0 =1 — (0)%(2) — (F)*(3) = 3

Dobili smo sljedece matrice:

1 0 0 2 00

— | =1 — 3
=2 1
0 =2 1 00 1
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lzraCunamo nepoznanicu z iz izraza Lz = b

1 0 0 21 1
Lz=b= |3 1 0| |z|=|0
0 3 1] |23 0

21:1

-1 1
721+22:0:>22:§

-2 -2 1 1
722+23:0:>T‘§+23:O:>23:§

Zatim raCunamo nepoznanicu y iz izraza Dy = z

2 0 0] [y 1

DZ/ZZ: 0 % 0 Y2 | = %

0 0 % Y3 %
2p=1=y=3

3 1
3Y2=353=Y2=3

z=>ys=1

wl
<
w
|
Wl

Na kraju dobimo nepoznanicu z supstitucijom unatrag iz izraza LTz = y

1 _71 0 T %
L'y=y=10 1 %2 To| = %
0 0 1 T3 1
l‘3—1
x—§x3:%:>x2—§ 1:%:332—1

Time smo dobili da je rieSenje x = (1, 1, 1).

7.3. Implementacija Cholesky dekompozicije u Pythonu

U ovom dijelu ¢emo se upoznati sa implementacijom Cholesky dekompozicije u Pyt-
honu. Neki dijelovi koda su identi¢ni dijelovima LU dekompozicije pa necemo troSiti previse
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vremena na njihovo objasnjavanje jer su vec objasnjeniji u poglavlju Implementacija LU dekom-

pozicije u Pythonu.

1 import numpy as np
2 red = int (input ("Unesite red matrice:"))

3 redak=stupac=red

5 print ("Unesite sve vrijednosti matrice u istom retkom

odvojene razmakom) : ")

7 unos = list (map(int, input ().split()))

8

9 A = np.array (unos) .reshape (redak, stupac)
10 print ("Matrica A:")

11 print (A)

13 def cholesky (A) :

(vrijednosti moraju biti

14 n = len (A)

15 L = np.zeros((n, n))

16

17 for 1 in range(n) :

18 for j in range(i + 1):

19 if 1 == j

20 zbroj = sum(L([i] [k] *x 2 for k in range(3j))
21 L[i][J] = np.sqgrt(A[i][1i] - zbroj)
22 else:

23 zbroj = sum(L[i] [k] %= L[j][k] for k in range(3j))
24 L[11[3] = (A[i11[3] - zbroj) / L[jl1[3]]
25

26 return L

27

28

29 def simetricna (A):

30 for i in range(len(A)):

31 for j in range(len(A)):

32 LE (A[L)[3) '= A[J1[i1):

33 return False

34 return True

35

36 1f (simetricna(A)):

37 Lf(np.all(np.linalg.eigvals(A) > 0)):

38 L = cholesky (A)

39 Ltransponirana=L.transpose ()

40 print ("Matrica L:")

41 print (L)

42 print ("Matrica L T:")

43 print (Ltransponirana)

44 else:

45 print ("Matrica nije pozitivno definitna")
46

47 else:

48 print ("Matrica nije simetricna")
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Naredbe u linijama od 1 do 11 sluze za definiranje dimenzija matrice, unos vrijednosti matrica
i ispis matrice A. U liniji 13 definiramo funkciju za izvodenje cholesky algoritma. U liniji 14
definiramo varijablu n koja sadrzi veli¢inu matrice. U liniji 15 kreiramo matricu L koja ima sve 0
i velicine je varijable n. Zatim imamo dvije for petlje jedna s iteratorom j i jedna s iteratorm .
Kada je uvjet i == j ispunjen (kada imamo vrijednost glavne dijagonale) izvode se linije 20 21.
U liniji 20 koristimo funkciju sum koja zbraja sve vrijednosti kvadrata L[i][k| koji zadovoljavaju
petlju. U liniji 21 dobivamo vrijednost elementa L[i][j] koristenjem np.sqrt i vrijednosti A[i][i]
i varijable zbroj koju smo dobili u prethodnoj liniji. Sqrt vra¢a drugi korijen. Kada je i € j
tada zbroj dobivamo kao L[i][k] + L[j][k] sve dok je k u rasponu varijable j. Vrijednost L[i][;]
dobivamo kao (A[i|[j] — zbroj)/L[j]]j]. Na kraju funkcije vraCamo matricu L. Linija 29-34 sluzi
za provjeru simetri¢nosti matrice. Ako A[i][j]! = A[j][¢] vraéamo false inaCe vra¢amo true. U
liniji 36 pozivamo funkciju simetricna za matricu A. Ako matrica A nije simetricna ispiSemo
poruku da nije simetricna u suprotno provjeravamo da li je pozitivno definitna. U liniji 37 se
nalazi naredba za provjeru pozitivne definitnosti (np.all(np.linalg.eigvals(A) > 0). Ako matrica
A nije pozitivno definitna ispisujemo poruku u liniji 45, suprotno se izvode naredbe u liniji 38-
43. U liniji 38 pozivamo funkciju cholesky koja vraca matricu L. U liniji 39 kreiramo matricu
Ltransponirana koja je transponirana matrica matrice L. Za kreiranje transponirane matrice
koristimo naredbu L.transpose. U linijjama od 40-43 ispisujemo matricu L i Ltransponirana.

Ha' C\Windows\py.exe — O X

Slika 3: Matrice L i LT dobivene na temelju Python programa opisanog iznad slike (Cholesky
dekompozicija)

Vidimo da je rezultat dobiven koristenjem Python programa identi¢an onome dobivenom
izracunom kod primjera cholesky dekompozicije.
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8. QR dekompozicija

QR dekompozicija je rastav matrice A na matrice ) i R. Matrica R je gornjetrokutasta
matrica dok je matrica Q ortogonalna matrica. Prednost ove dekompozicije je da se moze pro-
voditi i na singularnim matricama. Pretpostavimo da imamo matricu A € R™*" tada imamo
ortogonalnu matricu @ oblika m x m i gornjetrokutastu matricu koja na dijagonalama ima ele-
mente razliCite od 0. Osnovne metode za izraCun QR dekompozicije su Gram-Schmidt metoda,
Givensove rotacije i Householderove transformacije [9]. Ovdje je vazno da se upoznamo s poj-
movima vezanim uz ortogonalne matrice. Ortogonalna matrica je matrica koja pomnozena
sa svojom transponiranom matricom daje jedinicnu matricu. Takoder vrijedi i da je umnozak
transponirane matrice sa zadanom matricom jedini¢na matrica. To nas dovodi do zaklju¢ka da
inverz matrice mora odgovarati transponiranoj matrici zadane matrice. Odnosno vrijedi:

AAT = ATA =T, AT = A7}
Ortogonalne matrice imaju karakteristiku da je njihov broj redaka jednak broju stupaca. Deter-

minanta takve matrice je uvijek +/- 1 [13].

8.1. QR dekompozicija koriste¢i Gram-Schmidt metodu

Da bismo mogli razumijeti Gram-Schmidtov postupak ortogonalizacije moramo definirati
Euklidsku normu. Euklidsku normu definiramo kao:

lall = V@) = || 343

Ako stupce matrice A oznacimo s a; gdje je ¢ oznaka stupca dobivamo sljedeci oblik matrice A

A= [ailas]...|a]

Tada vrijedi:

Opcenito vrijedi:

U1 = Qg1 — uil}liﬁlul - = %
Matricu @ dobivamo na sljedeci nacin:
Q= |uw| we| .| wug
Matricu R dobivamo na sljedeci nacin:
R=QTA
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Faktorizacija matrice A tipa m x n, m > n, oblika A = QR gdje je Q matrica tipa m x n
s ortonormiranim stupcima, a R gornjetrokutasta matrica tipa n x n, naziva se reducirana QR
faktorizacija matrice A. Potpuna QR faktorizacija matrice A je faktorizacija oblika A = QR
gdje je @ matrica tipa m xm s ortonormiranim stupcima, a R gornjetrokutasta matrica tipa m xn.
Potpuna QR faktorizacija se dobiva iz reducirane QR faktorizacije tako da se matrici () doda
m — n ortonormiranih stupaca koji s ostalim stupcima €ine ortonormiranu bazu u A € M,,,, a
matrici R se dodaju nul-reci kako bi se dopunila do matrice tipa m x n [10].

8.1.1. Primjer QR dekompozicije koriste¢i Gram-Schmidt metodu

Uzmimo za primjer matricu

1
0
1

KoriStenjem Gram-Schmidt metode dobivamo sljedece:

0
ur=a= |1
1
.
1 [o 1 1} ol 1, 1
u?b 1 -1
u2:b_uTu1u1: 0] — —= 1| = 5
' 1 0 1 1
[0 1 1} 1 2
_1_
1] 1
—1 1
1[011}10 [ 1 ,
T T 0 0 3
_ u ¢ us ¢ =11 L1 11 -1 _ 2
u3_c_u{u1 17— YT, 42 B _O_ B 1 ? - 52
0 1 1 =2
[011]1 [1—71%}—712 3
1 3

lred = VIZ+ 12 = V2, 2red = /12 + 57 + 1 = Y8 3red = (/27 + 27+ 327 = 23
V6 2 V3
]z (|| ol
_ 1 _ 2 1 1 _1 = _ 1 —
w1 =B = g2~ | o= e | 2 || 2
1 V2 2 1 V6 8o =2 =V3
2 2 6 3 3
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Q

“forls ©
ofels ol
of fels

Sada izrabunamo R iz formule R = QT A

Time smo dobili da je QR dekompozicija za zadanu matricu
V6 V3 V2

2100
0

A=QR=

Sfls ©
S el
g elels

et

8.2. QR dekompozicija koristec¢i Givensove rotacije

Vazan pojam vezan uz Givensove rotacije je matrica rotacije. Matrica rotacije je ma-
trica A € M za koju vrijedi.
A— [cosgo —Smcp]

SinY  Ccosp

pri tome je ¢ kut rotacije koji je suprotan smjeru kazaljke na satu. Matrica A € M, ima 4 vazna
pravila:

1. Matrica A je regularna (ima determinantu 0)

2. Matrica A je ortogonalna (vrijedi A= = AT)

3. Matrica A ¢uva Euklidsku normu vektora

4. Produkt matrica rotacija je opet matrica rotacija

Givensove rotacije G € M, su matrice rotacija koje rotiraju elemente u ravnini tako da
drugu komponentu postave na 0. Uzmimo za primjer vektor

T
T = [331 132} € Moy

=0

T1CO8P — X8I = Y1 T181NY + T2c05p = 0

Matrica G djeluje na njega:

[cosgo —siny
Gr=|
siny  cosy

Dobivamo da je:

Zaklju€ujemo da je matrica G jednaka jedini¢noj matrici I kada je x5 = 0, odnosno kada nije 0
imamo:
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T9COSP = —T18INY

Korigtenjem formule sin?p + cos?¢ = 1 i kvadriranjem dobivenog rezultata dobivamo

X1

COS =
LY

Zelimo da y; bude pozitivan pa uzimamo samo pozitivno rjeéenje cosy. Tada je sing :

sinp = ——=2— , 0odnosno y; = el dobivamo y = [y O}T
Vattag ’ W+ '
Konstruiramo matricu G koja je oblika
- 1T
1 .. 0 0 .. 0
0 ... cosp .. —siny .. 0
G(i,kp) = |1 & : 5 : S
0 ... sthnp ... cosp ... 0
0 0 0 1]
podmatrica
cosp —sing
siny  cosp

nalazi se na presjeku i-tog i k-tog retka i stupca, elementi na dijagonali imaju vrijednost 1 dok
ostali elementi imaju 0. Vrijednosti siny i cosy racunaju se na sljedeéi nacin:

L (14

siny = cosp = 14
VT Ve O T ety

Jednostavnije re¢eno z; ( poglavlju Primjer QR dekompozicije koriste¢i Givensove rotacije oz-
nacena s ) je vrijednost pivot elementa, a xj, ( poglavlju Primjer QR dekompozicije koristeci
Givensove rotacije oznacena s y) je vrijednost koju eliminiramo u odredenoj iteraciji. Sad kada
smo opisali osnovne pojmove mozemo ukratko opisati postupak kod matrice 3 x 3. Uzimamo x
kao pivot element koji se nalazi na poziciji 1,1, dok je y element kojeg Zelimo eliminirati u ovom
sluCaju element na poziciji 2,1. RaCunamo cosy (dalje éemo ga zbog jednostavnosti oznaCavati
samo sa slovom c) i siny (0oznacavati ¢emo ga sa s) prema formulama koje smo ranije naveli.
Kreiramo matricu G; s vrijednostima c i s na pozicijama kombinacija 1 i 2 jer imamo 1,2 re-
dak/stupac. Racunamo A;=G A. Time smo postavili 0 na element koji se nalazi na poziciji 2,1.
Sada moramo eliminirati element na poziciji 3,1. Vrijednosti elemenata z, y, ¢ , s raCunamo
na temelju matrice A,. Kreiramo matricu G2 s vrijednostima ¢ i s na kombinacijama 1 i 3 jer
imamo 1,3 redak/stupac, nakon toga racunamo matricu A3 = G2 A,. Sad moramo eliminirati
element na poziciji 3,2. Ponavljamo postupak koji smo opisali do sad. G5 ima vrijednosti ci s
na kombinacijama 2 i 3 jer imamo 2,3 redak/stupac. Sad mozemo izraCunati R kao=G3As jer
smo eliminirali sve elemente koje smo trebali. Matricu Q dobivamo kao Q = GTGLGY
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8.2.1. Primjer QR dekompozicije koriste¢i Givensove rotacije

Uzet cemo za primjer matricu A koja je identi¢na matrici koristenoj za QR dekompoziciju

pomocu Gram-Schmidt metode.
011
A=11 0 1
1 10

Prvo raunamo pripadajuée vrijednosti z, y, r, s, ¢ za matricu A

c —s 0 0 10
Gi=1|s ¢ 0l=|-1 00
0 0 1 0 0 1
Racunamo vrijednosti matrice A, = G1 A
0 1 0710 1 1 1 0 1
Ay=1-1 0 1 0 1|=(0 -1 -1
0O O 1] |1 1 0 1 1 0

Racunamo pripadajuée vrijednosti x, y, r, s, ¢ za matricu A,
_ _ _ 2 2 _ -1 - _1 _ _ 1
r=1Ly=1r=+v1°+1 —\/5,0—\/5,3—\/52— 7

Sad raCunamo vrijednosti za matricu Gs

c 0 —s % 0 %

Go=101 0|=]0 1 0

s 0 c \_/—% 0 %

Racunamo vrijednosti matrice A3 = G2 A,

1 1 1 1
1 I R U S I NE R
As=10 1 0 O -1 —-1{=]10 -1 -1
—1 1 1 —1
73 0 7 1 1 0 0 5 A

Racunamo pripadajuce vrijednosti x, y, r, s, ¢ za matricu As

v=Ly=r= [ (==

W
Il
ESSS
Il
|
“IS

sl
| =
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Sad rac¢unamo vrijednosti za matricu G3

1 0 O 1 0 0
Gs=10 ¢ —s| =0 =0 ¥
0s c] o= 0
Racunamo vrijednosti matrice R = G3A3

Lo 0l[Ve g ] Ve g g
R=|0 =8 Bll0o -1 —-1|=|0 ¥ ¥
-3 -6 L -1 2v3
0 = =110 5 & 0 =

1 =1 V6 V3

R B I ?f \/03 \Of ?\)f \37

_ —v6 — _ 2 —6 3
Q_ N v ’ \Sf 3\/ N \2f \Gf gf
1 1 3 —v6 2 6 —V3

0 0 1] |5 0 5|10 ¥ =5 Sl S

Vidimo da smo dobili identi¢no rjeSenje koje smo dobili i primjenom Gram-Schmidt metode pa
mozemo zakljuciti da bez obzira na to koju metodu koristimo uvijek dobivamo isto rjeSenje.

8.3. QR dekompozicija koriste¢i Householderove transfor-
macije

QR dekompozicija koriste¢i Householderove transformacije temelji se transformiranju
matrice A u gornjetrokutastu matricu koristenjem transformacija koje se primjenjuju na stupce
matrice A. Da bi mogli razumijeti Householderove transformacije uvodimo pojam Househol-
derove matrice.

H=1-2wT, vy =1, veEeR™, H elmxn)

Matrica H je Householderova matrica. Vektor v nazivamo Householderov vektor. Vidimo da
je matrica simetri¢na i ortogonalna jer vrijedi H = H™. Vrijedi:

HH” = (I —200")(I —200") =T —4VVT +4v(VIV)VT =1
Time je dokazano da vrijedi
H'H =HH" =1

Vazno svojstvo ove metode je da za dva vektora a i b jednake euklidske norme postoji House-
holderov vektor v, tako da je H, = b, odnosno, zbog simetri¢nosti matrice H, H, = a. Ovu
tvrdnju dokazuje Scitovski [9, str 53.-54.] pa necemo troSiti vrijeme na izvod tog dokaza. Ranije
smo naveli da je osnovni cilj ove metode transformiranje matrice A na gornjetrokutastu matricu
pa mozemo njene stupce promatrati kao vektore M,,;. Neka je barem jedna od komponenti
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ag, -...., Gy, VEKtora a razlicita od nule za k£ > 1. Householderovu matricu H konstruirat cemo
tako da se prvih £ — 1 komponenti vektora b := H, i vektora a podudara, a da se posljednjih
m — k komponenti vektora b ponisti. Time dobivamo

a; zat=1,...,k—1

(Ha)i=bi=S+/— Nzai=k A= /a2 + ... +a2

Ozai=k+1,....m
Vektor v ima oblik :

v1 = mamlel7]

o [l

Odnosno u prvom koraku se eliminiraju svi elementi (postavljaju se na 0) koji se nalaze ispod
pivot elementa prvog stupca. U drugom koraku se eliminiraju svi elementi koji se nalaze ispod
pivot elementa drugog stupca i tako sve dok ne eliminiramo sve potrebne elemente. Prilikom
svake eliminacije raCunamo matricu H; prema formuli I — 2viviT i matricu R; prema formuli R; =
R; 1 x H;. Kada eliminiramo sve potrebne elemente dobivamo matricu R tako da pomnozimo
posljednje dobivenu matricu H s matricom R dobivenom u prethodnom koraku. Matricu @
dobivamo kao umnozak matrica H dobivenih iz svih prethodnih koraka.

8.3.1. Primjer QR dekompozicije koriste¢i Householderove transfor-
macije

Uzet ¢emo istu matricu A koju smo koristili u prethodnim primjerima QR dekompozicije.

0
A=]1
1

_ O
O =

Prvo uzmemo prvi stupac matrice kao referentni stupac jer moramo dobiti 0 ispod prve vrijed-
nosti prvog stupca i ratunamo ||z ||

Nzl = V02 +12 412 = V2

xr1 =

_ = O

Sad racunamo w; prema formuli u; = z1 — ||z1]|e1

0 1 —V2
w= |1 =v2]0o| =] 1
1 0 1

Racunamo v; tako da matricu u; podijelimo s ||u1]|

2
lull = V2" + 12412 = 2
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Ui
v: fr—
T ]

|
N|— N[ w‘%
no

Sada ra¢unamo matricu H; prema formuli I — 2v1v1T

— 2 2
100 ¥ 5;??
M=o top 2 e[ =] S
1 2 —1 1
001 2 2 2 2
Odredimo Ry i @
V2 V2 1 1
A I
— — 1 -1 _ —
Ry =HA= ? 5 |1 0 1=]0 221 1+22
2 —1 1 _
% 3 341110 0 12 2l
0 L2 Vv
2 2
Qu=ti=|2 } 3
V2 o-11
2 2 2

Uzmemo drugi stupac matrice R; s tim da vrijednost prvog reda zamijenimo s 0 i raCunamo

||

0
V2 -1 14++v2 V6
mF¢?Aww%u<2vﬂ > )=y
1+v2

[\

Sad raCunamo us prema formuli uy = 9 — ||22||e2 zbog jednostavnosti brojeve ¢emo zaokruziti
na 4 decimale

0 0 0
6
uy = | V21 —\g 1| = |-1.0176
1+2\/§ 0 1+2\/§

Racunamo v, tako da matricu uy podijelimo s ||us]|

[Jual] = /02 + (—1.0176)2 + (15/2)2 = 15788

0
U
vy = = | —0.6446
||uzl|
0.7646
Sada rac¢unamo matricu Ho prema formuli I — 2vyvd
1 0 0 0 1 0 0
Hy=10 1 0| —2-|-0.6446 -[O —0.6446 0.7646| = |0 0.1590 0.9867
0 0 1 0.7646 0 0.9867 —0.1590
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Odredimo Ry i Q9

10 0o 1[0 ¥ 2 14142 0.7071 0.7071
Ry=HyRy = |0 01692 09857 | |¥2 1 1| =] 0 12248 0.4084
0 09857 -0.1692] |¥2 =L 1 0 0  1.1548
10 0
Q2=Hy= |0 0.1590 0.9867
10 0.9867 —0.1590
Sad mozemo odrediti matricu @ kao umnozak Q1Q)-
0 2 1M1 o 0 0 08167 05774
Q=1[% 1 =L1|0 01590 0.9867 | = [0.7071 —0.4083 0.5774
2o b L0 09867 —0.1590 0.7071  0.4083 —0.5774

Vidimo da su vrijednosti identi¢ne dobivenim vrijednostima iz prethodnih primjera (postoji raz-
lika u zadnjim decimalama zbog zaokruzivanja). Vidimo da se u ovoj metodi susrecemo sa
decimalnim brojevima pa zbog toga moze biti problemati¢na kod zaokruzivanja brojeva kad je
potrebna vrijednost koja je to€na na decimalu .

8.4. Implementacija QR dekompozicije u Pythonu

numpy as np

1

2

3 redak = ( ("Unesite broj redaka:"))

4 stupac= ( ("Unesite broj stupaca:"))

5 ("Unesite sve vrijednosti matrice u istom retkom (vrijednosti moraju biti
odvojene razmakom) : ")

6 unos = ( ( v () .split ()))

7 A = np.array (unos) .reshape (redak, stupac)

8

9 ("Matrica A:")

10 (A)

11

12 grdekompozicija (A) :

13 m = (A)

14 n = (A[0])

15 Q = np.zeros((n, n), dtype= )

16 R = np.zeros((n, n), dtype= )

17

18 J (n) :

19 g = A[:, Jjl.astype/( )

20 i (J)

21 R[i, j] = np.dot(Q[:, 11, )

22 a =9 - R[i, J] » Q[:, 1]

23 R[j, Jj] = np.linalg.norm(q)

24 Ql:, 31 = a / R[3, 3]

25 0, R
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26
27 Q, R = grdekompozicija(A)
28
29
30
31

32

Linije od 1-11 su ve¢ objasnjene u prethodnim poglavljima pa ¢emo krenuti od linije 12 u kojoj
definiramo funkciju qrdekompozicija koja kao parametar prima matricu A koja je prethodno
definirana. U linijama 13-16 odredujemo broj redaka i stupaca matrice i kreiramo matrice @
i R koje imaju isti broj redaka i stupaca kao $to ima matrica A i popunjavamo ih nulama. U
liniji 18 kreiramo petlju s iteratorom j, a linija 19 sluzi za dohvaéanje stupca po stupca matrice
A ovisno o vrijednosti iteratora. U liniji 20 imamo petlju s iteratorom 4 unutar koje raCunamo
vrijednosti matrice R[i, j| i varijable ¢. Linija 23 sluzi za izraCun vrijednosti dijagonala matrice
R dok se u liniji 24 racuna matrica Q stupac po stupac ovisno o vrijednosti itertora j. Funkcija
qrdekompozicija vraéa matrice Q i R. Nakon §to pozovemo navedenu funkciju i pridruzimo
odgovarajuc¢im varijablama, ispiSemo matrice Q i R.

L' C\Windows\py.exe

R:

[[1.41421356 @

[@.

[0. 1.15478054]]

Slika 4: Matrice @ i R dobivene na temelju Python programa opisanog iznad slike (QR dekom-
pozicija)

Vidimo da je rjeSenje dobiveno koristenjem Pythona identiCno rieSenjima dobivenim u
prethodnim izraCunima QR dekompozicija (Neke se vrijednosti razlikuju od 4. decimale zbog
zaokruzivanja).
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9. SVD dekompozicija

Dekompoziciju singularnih vrijednosti ili skraceno SVD definiramo kao:
A=UxVT za A c C*"

Matrica U je unitarna matrica oblika m x m, matrica V' je unitarna matrica oblika n x n, a matrica
Y} je oblika m x n zadane matrice A oblika m x n. Matrice U i V' moraju biti ortogonalne matrice
dok matrica X mora biti dijagonalna matrica.

Y= diag(al, 025 -1y Umin(m,n))

pri cemu mora vrijediti 01 > 02 > G pin(m,n) = 0.0 Nazivamo sigularnim vrijednostima matrice
A, a dobivamo ih korjenovanjem rjeSenja jednadzbe (\). Stupce matrice U nazivamo lijevim
singularnim vektorima, a stupce matrice V' nazivamo desnim singularnim vektorima. Ma-
trica X2 ima r singularnih vrijednosti na dijagonali dok su ostale vrijednosi 0, s toga stupci
r+1,...,m matrice U i retci r + 1,...,n matrice VT ne pridonose umnos$ku. Uklananjem m — r
stupaca matrice U, m — r null redaka matrice X te n — r redaka matrice V*' dobivamo reduci-
ranu SVD dekompoziciju. Prednost ove dekompozicije je da postoji za svaku matricu. Kada
je m > n SVD dekompozicija se provodi za matricu A, a sluCaju kada ne vrijedi m > n SVD
dekompozicija se provodi za matricu A”. Prvi korak SVD dekompozicije je mnoZenje matrice
A i njezine transponirana matrice. Kada je m > n mnozimo matricu A i njezinu transponiranu
matricu, a kada je m<n mnozimo transponiranu matricu matrice A s matricom A. Jedini¢ni
vektor u; dobivamo iz formule:

Avq

Uy = ol

Nadopunom u; s m — 1 vektora do baze C™ i primjenom Gram-Schmidtovog postupka ortogo-
nalizacije dobijemo bazu u, ua, ..., u,,. Time smo dobili elemente matrice Uy = [u1, ug, ..., Un].
Sli¢no za v; = v postoji n — 1 vektora vy, ve,...,on € C takvih da je matrica V; = [v1, va, ..., vy]
tada je

01 0

A =UL AV, =
L VR

Postupak ponavljamo za matricu A, € Cm~1*x("=1) j dobivamo matrice U i V kao produkt
unitarnih matrica dobivenih nakon svakog koraka.

Neka je A = UXVT SVD dekompozicija matrice i neka su v; i u; oznake za i-te stupce
matrica V' i U tada vrijede sljedece tvrdnje:
1r(A)=r
2.KerA = [Upy1, ..., Up)
3.ImA = [u, ..., uy
4. A =U,>%,.V,.gdje je X, gornja lijeva podmatrica matrice 3 reda r, a U,. i V,. matrice sastavljene
od prvih r stupaca matrica U i V.
5./|Al% =03 + ... + o2
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7HAH2 = 01

8.AAT = (UxVT)(UxVvTT = UnxTUT isto vrijedi i za matricu A7 A

Dokaz tih tvrdnji nalazi se na [16, str.1.-2.]. Nekaje A = ULVT inekaje A € R™*" ranga r i
1 < k < r tada vrijedi:

ming. )=/ |C — X||2 = o1

Minimum se ostvaruje za matricu X = U,X; Vi gdje je Xx gornja lijeva podmatrica matrice
Y reda k, a Uy i Vi matrice sastavljene od prvih k stupaca matrica U i V. Sad kad smo se
upoznali s osnovnim pravilima mozemo prije¢i na primjer SVD dekompozicije.[15][16]

9.1. Primjer SVD dekompozicije

. 2 =2 1
-4 -8 -8

Uzet ¢emo za primjer matricu

Tada je
2 -4
AT = |—2 -8
1 -8
Radunamo AT A
2.2-4.(—4) 2-(=2)—4-(=8) 2-1—4-(-8) 20 28 34
ATA=1-2.2-8-(-4) —2-(-2)—8-(—8) —2-1—8-(—8)| = |28 68 62
1-2—4-(=8) 1-(-2)—8-(-8) 1-1—8-(-8) 34 62 65
Matricu A” A moZemo zapisati kao
20 — A 28 34
28 68 — A 62
34 62 65 — A
Radunamo X iz A2 — S1A2 + So\ — S5
S1 =204 68+ 65 =153
20 |2 41 120 2
o = 68 6 + 03 + 0 28 =576+144+576=1296
62 65| |34 65| [28 68

Sy = det(ATA) =0
Uvrstavanjem izracunatih vrijednosti S dobivamo
A3 — 15302 + 12961 — 0 =0
RjeSavanjem ove kubne jednadzbe dobivamo da je
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M =144, A\ =9, A3 =0

Sada moramo nadéi matricu V. Prvo nalazimo matricu v; uvr§tavanjem \; u matricu A” A

20—\ 28 34 20 — 144 28 34 —124 28 34
ATA = 28 68 — A1 62 = 28 68 — 144 62 28 76 62
34 62 65 — A1 34 62 65 — 144 34 62 —79

Sada rjeSavamo ovaj sustav koristenjem Gaussovih eliminacija

—124 28 34 T —124 28 34 T
28 =76 62 | |ap| =0=| 0 =280 200 151 =0
34 62 —79| |=x3 0 0 0 3
S, Ul = SR, - 2,
Moramo odabrati vrijednosti tako da vrijedi jednakost iznad. Uzmimo da je z3 = —2 tada je i
zo = —2 jer vrijedi =29z, = =204 |z prve jednadzbe dobivamo
—1
—124x1 + 2829 + 3423 =0= —12421 =564+ 68 = x1 = —1,v; = | -2
-2
Sada nalazimo matricu v, uvrstavanjem X\, u matricu A7 A
20 — Ao 28 34 20—9 28 34 11 28 34
ATA = 28 68 — )Xo 62 = 28 68 — 9 62 28 59 62
34 62 65 — Ao 34 62 65—9| |34 62 56
Sada rjeS§avamo ovaj sustav koristenjem Gaussovih eliminacija
11 28 34| |z 11 28 34 T
28 59 62| |22 =0= |0 =B 20| Iz| =0
34 62 56| |z3 0 0 0 T3
s+ o= 0= s =
Uzmimo da je z3 = 1 tada je i zo = —2 jer vrijedi =222 = 2025, |z prve jednadzbe dobivamo
2
1121 + 2820 + 3423 =0= 111 =56 — 34 =21 = 2,Vo = | -2
1
Sada nalazimo matricu v3 uvrstavanjem A3 u matricu A7 A
20 — A3 28 34 20—-0 28 34 20 28 34
AT A = 28 68 — A3 62 = 28 68 — 0 62 28 68 62
34 62 65 — A3 34 62 65—0] |34 62 65
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Sada rjeS§avamo ovaj sustav koristenjem Gaussovih eliminacija

20 28 34| [y 20 28 34 1

28 68 62| |z =0= [0 1 | x|z =0

34 62 65| |3 0 0 0 3
144ac +72x3—0:>£x2 _Tniﬁg

Uzmimo da je z; = —1 tada je i z3 = 2 jer vrijedi 14z, = =2 z3. Iz prve jednadzbe dobivamo
—2

201 + 2829 + 3423 =0= 2001 = 28— 68 = 21 = —2,v3 = | —1
2

Matricu V pretvorimo u V7

1 2 -2 -1 -2 -2
V=|-2 —2 —1|.vI=|2 -2 1
2 1 2 2 -1 2

Normaliziramo matricu i prebacimo ju u Euklidsku normu

1.red=\/(—12) + 22 + (—22) = 3, 2.red=+/22 + (—2)2 + 12 = 3, 3.red=/(—2)2 + 12 + 22 =3

[\

=2

. 3
= =2

Vi = 3
=1
3

wolto Lol w‘ |

=1
3
2
3

=2
3

Racunamo X
(a0 of [Vi44 0 of (12 0 0
1o X 0 | 0 V9ol |0 30

Sada trebamo dobiti matricu U. Prvo raunamo u; zatim wus. ug ne postoji jer A3 =0

RjeSenje SVD dekompozicije za ovaj primjer je

A—pusyt_ |2 2 1| _fo 1[[1z 00
N -4 -8 —8| |1 0|]|0 3 0
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4

5

20
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22

23
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28
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30

31

32

33

36

37

38

39

40

41
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Implementacija SVD dekompozicije u Pythonu

Implementirati éemo programski kod koji radi SVD dekompoziciju za matricu iz primjera
9.1. Postoji ugradena funkcija scipy.linalg.svd koja unutar sebe ima ugradenu logiku za svd
dekompoziciju pa ¢emo mi zbog jednostavnosti pokazati samo implementaciju svd dekompo-
zicije za matricu iz primjera 9.1. (2 x 3) dok se za ostale dekompozicije moze Koristiti gore
navedena funkcija.

numpy as np

np.seterr (divide=’ignore’, invalid=’ignore’)

svddekompozicija(matrix) :

ATA = np.dot (matrix.T, matrix)

eigenvalues, eigenvectors = np.linalg.eig(ATA)
eigenvalues = np. (eigenvalues) .astype ( )
sortirane_vrijednosti = np.argsort (eigenvalues) [::
eigenvalues = eigenvalues|[sortirane_vrijednosti]
eigenvectors = eigenvectors|:,sortirane_vrijednosti]
val = np.sqrt (np. (eigenvalues))

val = np.nan_to_num(val)

sigma = np.diag(val[:matrix.shape[l]])

sigma = sigma[~np. (sigma == 0, axis=1)]
Vt = eigenvectors.T

red= (matrix)

val = np.sqgrt (np. (eigenvalues))

val=np.trim_zeros(val)

U = np.zeros ((red, red))

V= eigenvectors
i (red) :
vi = V[:, i]
ui=(1/val[i]) * (np.dot (matrix, vi))
Ul:, 1] = ui

U = np. (U) .astype ( )
U, sigma, Vt

A = np.array([[2, -2, 11,
(-4, -8, -811)
svddekompozicija (A)

U, sigma, Vt = svddekompoziciija(A)

IIU:H)
U)

n:n)

WYAT . H)

(
(
(
(
(
(vt)

Krenut ¢emo od linije 5 jer smo prethodne linije objasnili u prethodnim poglavljima. U liniji
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5 mnozimo transponiranu matricu A i matricu A. Za mnozenje koristimo funkciju np.dot().
U liniji 7 raCunamo A vrijednosti i matricu V. Za izraCun koristimo funkciju np.linalg.eig().
Python ponekad vrac¢a rezultat u znastvenom zapisu da bi taj zapis pretvorili u normalni broj
koristimo np.round(eigenvalues).astype(float). Ova linija koda je suviSna kada Python ne
vrac¢a znastveni zapis broja. U liniji 9 sortiramo vrijednosti dobivene u liniji 7 pomocu funkcije
np.argsort() i te sortirane vrijednosti onda pridruzujemo korespondiraju¢im varijablama u liniji
10 i 11. Znamo da nam za izracun ¥ treba drugi korijen od A. Ta logika je implementirana
u linijama 13 i 14 . Linije 15 i 16 sluze za formiranje matrice . U liniji 15 kreiramo matricu
koja na dijagonalama ima vrijednosti varijable val dok su ostali elementi 0. RjeSavanjem kubne
jednadzbe za ovaj primjer dobivamo A3 = 0 to znaci da je matrica X tipa 3 x 3, a znamo od
ranije da treba biti tipa 2 x 3 pa da bismo obrisali zadnji red koristimo naredbu iz linije 16. U liniji
17 dobivamo transponiranu vrijednost matrice eigenvectors. Linije od 19 do 28 sluze za izraCun
matrice U. Ranije smo vidjeli da matrica U za matricu oblika 2 x 3 mora biti 2 x 2 da bismo to
dobili prvo uklanjamo 0 iz matrice val koja sadrzi vrijednosti A. Taj dio je implementiran u liniji 21
koristenjem funkcije np.trim.zeros(). U liniji 22 kreiramo matricu U koja je oblika (broj redova
matrice A, broj redova matrice A). Sama logika izraCuna vrijednosti matrice U je u linijjama
od 24-27. Matricu U raunamo prema formuli u; = V%A x v;. Funkcija svddekompozicija
vraca U, sigma i Vt. Kod poziva funkcije odgovaraju¢im varijablama pridruzimo odgovarajuce
vrijednosti i ispiSemo te vrijednosti.

La' C\Windows\py.exe — ] X

Slika 5: Rezultat SVD dekompozicije u Pythonu
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10. Zakljucak

Danas se najcesce sustav linearnih jednadzbi zapisuje u matrini oblik kako bi se brze
doslo do rjeSenja. Zapisom sustava u matri¢ni oblik dobiva se jasniji i elegantniji oblik sus-
tava jednadzbi pa je jednostavnije pratiti sami proces dobivanja rieSenja pogotovo kod velikih
sustava. Matricama se pojednostavljuje zapis podataka. Klasi¢ni nacin rjeSavanja sustava jed-
nadzbi koristenjem Gaussovih eliminacija je problemati¢an kod velike koli¢ine podataka i zato
je potrebno transformirati matrice u oblike koji su pogodni za dekompozicije. Gore navedene
dekompozicije imaju veliku primijenu u stvarnosti. LU dekompozicija se koristi kod izracuna
tokova snage kod velikih dimenzija, Cholesky dekompozicija se koristi se za efikasnije provo-
denje simulacija kao $to su varijante Monte Carlo simulacija, QR dekompozicije se koriste kod
kompresija slika dok se SVD dekompozicija koristi kod kvantnih podataka. Svaka od navedenih
metoda ima neke nedostatke i prednosti, a odabir vrste dekompozicije ovisi 0 nasim potrebama.

Python nudi brojne mogucénosti zbog svojih raznolikih biblioteka. Biblioteka Numpy ima
ugradene funkcije za matrice. Postoje i ugradene funkcije za dekompozicije. Za LU dekompozi-
ciju se koristi podbiblioteka scipy.linalg.lu, za cholesky dekompoziciju koristimo linalg.cholesky,
za QR dekompoziciju koristimo linalg.qr, a za SVD dekompoziciju koristimo linalg.svd. Mi ni-
smo u ovom radu koristili gotove funkcije ve¢ smo napravili svoju implementaciju. Pisanje
programskog koda je prilicno jednostavno i ima velikih broj funkcija kojima se maksimalno po-
jednostavlja pisanje programa. Glavni nedostatak je sporo izvodenje programa.

Podrucje dekompozicija matrica vrlo kompleksno podrucje koje se i dalje razvija u po-
trazi za algoritmima kojima bi se jo$ brze dobilo rjieSenje sustava jednadzbi. Traze se algoritmi
kojima bi se jo$ viSe pojednostavilo rieSavanje sustava jednadzbi. Gore navedene dekompo-
zicije su dobar primjer takvih algoritama pogotovo kod velikih koli¢ina podataka i predstavljaju
temelj za razvoj drugih algoritama.
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