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Sazetak

U ovom ¢e se radu prikazati povezanost glazbe i matematike koriste¢i matematiCke izraze i
izradeno programsko rieSenje. U pocetnom ¢&e dijelu biti prikazan povijesni pregled poveziva-
nja glazbe i matematike te ¢e matematicki biti definirani zvuk i ton. Programsko Ce rjeSenje
primjenjivati matematiCke temelje glazbe na dva nacina: za reprodukciju tona te za identificira-
nje temeljne frekvencije dobivenog zvuka. ldentificiranje frekvencije se temelji na Fast Fourier
Transform algoritmu koji ¢e takoder biti objaSnjen unutar rada. KoriSteni algoritmi i program-
ski kod Ce biti objasnjeni detaljno i na temelju primjera. Programsko je rjeSenje izradeno u
programskom jeziku C# koriste¢i .NET Framework verziju 4.7.2 te Windows Forms sucelje.

Kljucne rijeCi: glazba; matematika; zvuk; ton; frekvencija; Fourier; transformacije; algoritam;
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1. Uvod

Ovaj Ce rad prikazati povezanost glazbe i matematike. Kroz rad ¢e biti objaSnjene veze
izmedu glazbe, zvuka, tona i frekvencije na temelju nekoliko primjera te povijesnog pregleda
ovih termina. Ova tema ima meni posebno znacenje. U svojih deset godina glazbene eduka-
cije, nikad nisam ocekivao spojiti ove dvije sfere. Usprkos tome, kroz izradu ovoga rada sam
dobio nova razumijevanja koja su me nadasve zadivila. Sve sam svoje glazbeno znanje primi-
jenio u izradi ovog zavrSnog rada i programskog rieSenja. Ovaj je rad dodao novi sloj ljepote na
moje umjetnicko poimanje glazbe te me na zanimljiv nacin podsjetio zasto volim glazbu.



2. Metode i tehnike rada

Pri razradi teme je koriSteno nekoliko izvora s interneta te knjige "Matematika i muzika"
autora Zvonimira Siki¢a i Zorana Séeki¢a te "Znanstvenikov i inzenjerov vodié za digitalno pro-
cesiranje signala (eng. The Scientist and Engineer’s Guide to Digital Signal Processing) autora
Stevena W. Smitha. Programsko je rieSenje izradeno u programskom jeziku C# koristeéi .NET
Framework verziju 4.7.2 te Windows Forms sucelje. Za izraCunavanije temeljne frekvencije ko-
ristiti ¢e se FFT (eng. Fast Fourier Transform) algoritam te Ce isti biti detaljno objasnjen u
dokumentaciji programskog rjes$enja.



3. Povijesni pregled

U ovom ¢e dijelu rada biti opisana istrazivanja povezanosti glazbe i matematike kroz
povijest, poCevsi od Pitagore i njegovih sljedbenika, pa sve do modernog doba s uvodenjem
frekvencije 440 Hz kao opceprihvacenog ISO (eng. International Organization for Standardiza-
tion) standarda.

3.1. Zicai Pitagora

3.1.1. Sveti tetraktis

Prvi ljudi koji su razmisljali o povezanostima glazbe i matematike su bili anticki filozofi.
Najvazniji medu njima su bili Pitagora i njegovi sljedbenici te Platon. Pitagora nije ostavio
nikakve rasprave na ovu temu, ve¢ su njegovi sljedbenici ostavili zapise njegovih glazbenih
djelovanja. Jedna od glavnih forma koju je Pitagora iskoristio za iskazivanje matematicke po-
vezanosti cijelog svemira je bio takozvani tetraktis, odnosno, po njemu, grupa od Cetiri broja
preko koje se sve skladnosti svemira mogu prikazati i povezati. Ta je grupa brojeva 1, 2, 3, 4.

Slika 1: Izgled tetraktisa (autorski rad)

Pitagora nalaze da je tetraktis simbol aritmetickih, geometrijskih i glazbenih omjera koji
Cine temelje svemira, te su njegovi sljedbenici smatrali da je tetraktis ilustrirani prikaz strukture
cijelog svemira te svega $to u njemu postoji. Kroz svoje nauke, poceli su shvacati tetraktis kao
svetinju.

3.1.2. Monokord i omjeri

Pitagorini sljedbenici su koristili vrlo jednostavan instrument kako bi potvrdili navedene
omjere i uspostavili temelje glazbene teorije. Taj se instrument zove monokord, te se sastoji od
daske, Zice i rezonantne kutije.
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Quelle: Deutsche Fotothek

Slika 2: Primjer monokorda (lzvor: [1])

Koristeci ovaj instrument, Pitagorini su sljedbenici otkrili da su glazbeni intervali obrnuto
proporcionalni duljini zice. Tako su ustanovili da se to¢no na polovici zice nalazi interval oktave
(3), na trecini Zice interval kvinte (%) te na Cetvrtini zice interval kvarte (%). Kroz ovo su saznanje
utvrdili vierodostojnost koncepta tetraktisa kao temelja glazbe.

3.1.2.1. Fizikalne znacajke monokorda

Kao $to je ve¢ navedeno, monokord se sastoji od daske, zice i rezonantne kutije. Rezo-
nantna kutija odreduje znacajku tona koja nece biti dotaknuta u ovom radu, a to je boja tona.
Fokus Ce biti na zici i daski, poSto one izravno utje€u na frekvenciju dobivenog tona.

Za potrebe objasnjenja nacina rada monokorda koristiti Ce se pojmovi: masa po duljini
ice p = -mese (k9] gjla napetosti Zice Fr = konst. te brzina $irenja vala na napetoj Zici

duljinalm 1’

lv| = ,/%T. Sila napetosti zice varira od instrumenta do instrumenta zbog razli¢itih velicina
instrumenata te razliCitih debljina Zica koje se na njima koriste.

Na zatrzanoj praznoj zici, valna duljina () je definirana duljinom Zice (/). U potpoglavlju
4.1. Ce biti poblize objasnjen odnos valne duljine i duljine Zice na temelju primjera. Mijenjanjem
napetosti zice (Fr) mijenja se brzina zvuka (v). Uzmemo li za primjer monokord koji na od-
sviranoj praznoj zici producira ton A frekvencije 110 Hz te da je duljina Zice koja titra 650 mm,
odnosno 0.65 m, dobivamo brzinu vala (v):

f=Ysv=f-A=2-f-1=2-110Hz-0.65m = 143

Ukoliko Zelimo da osnovni ton na praznoj zici bude 220 Hz, odnosno za interval oktave visi,
potrebno je napeti Zicu 4 puta jace ili 4 puta smanijiti masu zice po jedinici duljine.

3.1.3. Univerzalna proporcija

Jedna od inacica svetog tetraktisa vidljiva je na Rafaelovoj slici Atenska skola[2]. Jedan
od ucenika koji sjedi kraj Pitagore drzi tabelu koja na sebi sadrzi rimske brojeve 6, 8, 9i 12. Ti
su brojevi povezani s nekoliko lukova koji Cine razliCite omjere, te je ispod slike nacrtan sveti
tetraktis.
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Slika 3: Izgled tabele s Rafaelove slike Atenska Skola (autorski rad)

Niz brojeva 6-8-9-12 sadrzi slicnosti sa tetraktisom u iscrtanim omjerima: brojevi 6 i 12
¢ine omjer £, 619 te 812 Cine omjer 2, 68 te 91 12 ¢ine omjer 2.

Vi Vil 1X Xl

LEGEMDA - CDNOSI BEROJEVA

.

Slika 4: Vizualno obja$njenje tabele (autorski rad)




3.1.4. Utemeljenje kvintnog kruga

U Pitagorejskom shvacanju glazbe, tonski se sustav temeljio na nizu intervala Cistih
kvinta, u kojem je ton C vec¢ tada bio svojevrsna sredina niza. Uzlazno taj niz izgleda:

C-G-D-A-E-B-F#,
dok silazno izgleda:
C-F-Bb-Eb-Ab-Db-Gb.

Cjelokupni niz se i danas primjenjuje u glazbi kao slijed durskih tonaliteta sa povisilicama
odnosno snizilicama, gdje je C-dur tonalitet bez ikakvih povisilica i snizilica:

Gb-Db-Ab-Eb-Bb-F-C-G-D-A-E-B-F#.

U modernoj se glazbenoj teoriji ovakav niz tonova, odnosno tonaliteta, naziva kvintni krug.

04/0%

5 51
(77 61165 (75)

Slika 5: llustracija kvintnog kruga (autorski rad)



3.1.5. Glazba kugli

Jedno od Pitagorinih ucenja je bilo razlikovanje tri tipova glazbe: musica instrumenta-
lis, odnosno glazba koju proizvode glazbeni instrumenti; musica humana, odnosno necujna
glazba svakog pojedinca koja je skladna ili neskladna ovisno o odnosu duha i tijela; te musica
mundana, odnosno glazba nebeskih tijela. Musica mundana navodi kako svako nebesko tijelo,
ukljuCujuéi Mjesec, Sunce i ostale planete SuncCeva sustava, svojim pokretima proizvodi Sum.
Smatralo se da svako nebesko tijelo ima jedinstveni Sum te, premda su navedeni Sumovi ne-
¢ujni ljudskom uhu, navodi da njihov sklad utjeCe na kvalitetu zZivota na zemlji. Musica mundana
je imala utjecaj na nekoliko velikana filozofije i matematike, od kojih je medu vaznijima Johan-
nes Kepler. Pitagorina su razmisljanja imala znacajan utjecaj na Keplera, te o istima diskutira
u svom djelu Harmonices Mundi. KoristeCi svoje znanje o gibanjima planeta, otkrio je da su
odnosi izmedu orbitalnih vremena pojedinih planeta priblizno jednaki odnosima izmedu inter-
vala poput oktave i kvarte. S tim je saznanjima imao velik doprinos razmisljanju da koncept
"glazbe sfera" moze biti utemeljen u prirodi, ali, usprkos tome, nije vjerovao da je "glazba sfera"
stvarna fizicka pojava, vec¢ je smatrao da je to samo simboli¢an nacin za interpretirati harmoniju
svemira.

3.2. Postepena standardizacija

Do 19. stolje¢a nije bilo koordiniranih pothvata za standardizaciju ijedne frekvencije kao
glavne frekvencije za stimanje. U to su se doba po Europi mogle na¢i mnoge razli¢ite frekven-
cije, ponekad do te razine da su se u istom gradu koristile dvije do tri razliCite frekvencije za
Stimanje. Prvi je veéi korak prema standardizaciji bio izum zvuéne vilice 1711. godine. Premda
je zvucna vilica omogucila lakSe ustimavanije, kroz godine su se pojavljivale brojne varijacije:
jedna vilica iz 1740. godine povezana s Handelom je podeSena na 422,5 Hz, druga iz 1780.
godine je podeSena na 409 Hz, dok je vilica koja je pripadala Ludwigu van Beethovenu oko
1800. godine postavljena na 455,4 Hz. Krajem 18. stolje¢a generalno je raspon frekvencija za
Stimanje bio izmedu 400 Hz i 450 Hz, ali je bilo odstupanja, sto je vidljivo u sluCaju Beethove-
nove zvucne vilice.

3.2.1. Francuski stim

Prvi uspjesni poku$aj formalne standardizacije frekvencija za Stimanje se pojavio u
Francuskoj 1859. godine, kada je tadasnja vlada uvela zakon koji je postavio frekvenciju tona
A na vrijednost od 435 Hz. Ubrzo je ta frekvencija postala popularna i u okolnim zemljama te
je poprimila kolokvijalni naziv "francuski §tim". Ovaj je §tim Cak uSao i u jedan od najvaznijih
dokumenata 20. stolje¢a: Versajski ugovor, mirovni sporazum kojim je okoncan Prvi svjetski
rat. U Versajskom se ugovoru nalazi nekoliko odredbi i medunarodnih sporazuma koje je Nje-
macka morala prihvatiti pri predaji, medu kojima je sporazum "glede utvrdivanja koncertnog
stima" (eng. Convention (...) regarding the establishment of a concert pitch..
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(12) Conventions of September 23, 1910, respecting the unification of
certain regulations regarding collisions ** and salvage at sea.”’

(13) Convention of December 21, 1904, regarding the exemption of
hospital ships from dues and charges in ports.*

(14) Convention of February 4, 1898, regarding the tonnage measure-
ment of vessels for inland navigation.

(15) Convention of September 26, 1906, for the suppression of night-
work for women.

(16) Convention of September 26, 1906, for the suppression of the use
of white phosphorus in the manufacture of matches.

(17) Conventions of May 18, 1904,” and May 4, 1910, regarding the
suppression of the White Slave Traffic.

(18) Convention of May 4, 1910, regarding the suppression of obscene
publications.®

(19) Sanitary Conventions of January 30, 1892, April 15, 1893, April
3, 1894, March 19, 1897, and December 3, 1903.3

(20) Convention of May 20, 1875, regarding the unification and im-
provement of the metric system.*

(21) Convention of November 29, 1906, regarding the unification of
pharmacopceial formulae for potent drugs.*

(22) Convention of November 16 and 19, 1885, regarding the estab-
lishment of a concert pitch.

(23) Convention of June 7, 1905, regarding the creation of an Inter-
national Agricultural Institute at Rome.*

(24) Conventions of November 3, 1881, and April 15, 1889, regarding
precautionary measures against phylloxera.

(25) Convention of March 19, 1902, regarding the protection of birds
useful to agriculture.

(26) Convention of June 12, 1902, as to the protection of minors.

Slika 6: Dio Versajskog ugovora (lzvor: Versajski ugovor)

3.2.2. Stuttgartski stim i uvodenje standarda

Nekoliko godina prije uspostave francuskog $tima, njemacki proizvodac svile i samouki
glazbenik Johann Heinrich Scheibler stvorio je uredaj koji je nazvao "tonometar". Navedeni je
uredaj napravio od 56 zvucnih vilica i jednog metronoma. Na temelju njegova rada i studija,
Drustvo njemackih prirodoslovaca i lije¢nika (njem. Gesellschaft Deutscher Naturforscher und
Arzte) preporugilo je frekvenciju od 440 Hz kao standardnu frekvenciju za $timanje na njihovoj
konferenciji u Stuttgartu 1834. godine. Frekvencija 440 Hz je i danas poznata pod nazivom
Stuttgartski §tim, te je viSe od jednog stolje¢a kasnije, 1939. godine, upravo ta frekvencija
dobila medunarodnu preporuku te naziv "koncertni §tim". 1955. godine ova frekvencija do-
biva status tehniCkog standarda od strane Medunarodne organizacije za standardizaciju (ISO,
eng. International Organization for Standardization) te ju ova institucija 1975. godine ponovno
potvrduje kao standard ISO 16.



1ISO 16:1975

Acoustics — Standard tuning frequency
(Standard musical pitch)

This standard was last reviewed and confirmed in 2022.
Therefore this version remains current.

Abstract

Specifies the frequency for the note A in the treble stave and shall be 440 Hz.
Tuning and retuning shall be effected by instruments producing it within an
accuracy of 0,5 Hz.

General information
Status : Published Publication date : 1975-01
Edition : 1 Number of pages : 1

Technical Committee : ISO/TC 43 Acoustics

ICS : 17140.01 Acoustic measurements and noise abatement in general

Slika 7: Opis standarda ISO 16 na sluzbenim stranicama ISO-a. (lzvor: [4])



4. Matematicki opis tona

U ovom ¢e dijelu rada biti prikazane fizikalne znacajke tona kao stojnog vala, mate-
maticki postupak kojim se dolazi do frekvencija odredenih tonova na primjeru stojnog vala te
princip funkcioniranja Fourierovih transformacija.

4.1. Stojni val i usporedba Pitagorejskog Stimanja sa stima-
njem jednakog temperamenta

Stojni je val vrsta vala kod kojega odredene toCke stalno miruju. NajceSce su to dvije
tocke, npr. na zi¢anim instrumentima poput gitare. Udarcem o zZicu gitare nastaju valovi koji se
krecu u medusobno suprotnim smjerovima. Ti valovi interferiraju te stvaraju podruc¢ja minimal-
nog i maksimalnog gibanja, koji se nazivaju ¢vorovi odnosno trbusi stojnog vala.

Stimanje se moze napraviti na nekoliko nagina, od kojih su dva najpoznatija Pitagorej-
sko Stimanje i tzv. §timanje jednakog temperamenta (eng. equal temperament tuning). Pi-
tagorejsko Stimanje uzima u obzir prije navedene Pitagorejske omjere te se temelji na Cistim
konsonancama, odnosno intervalima kvarte, kvinte i oktave. S druge strane, stimanje jednakim
temperamentom se temelji na baznoj frekvenciji i mnoZzenjem iste s brojem 21z, odnosno ¥/2".

Vrijednosti frekvencija tonova kromatske ljestvice vidljive su u slijedeéoj tablici:

Tablica 1: Prikaz vrijednosti frekvencije, korijena i intervala koji ton €ini s baznim tonom A

Ton Frekvencija Korijen | Interval

A 440.000 /20 | Cista prima (C1)
Ais / B 466.164 V2! | Mala sekunda (m2)
H 493.883 V22 Velika sekunda (V2)
C 523.251 /23 | Mala terca (m3)

Cis / Des | 554.365 V24 | Velika terca(V3)

D 587.330 /25 | Cista kvarta (C4)
Dis/Es | 622.254 V26 | Tritonus (Pov4/Sm5)
E 659.255 /27 | Cista kvinta (C5)

F 698.456 V28 | Mala seksta (m6)
Fis / Ges | 739.989 V29 | Velika seksta (V6)
G 783.991 /210 | Mala septima (m7)
Gis/As | 830.609 V211 | Velika septima (V7)
A2 880.000 V212 | Cista oktava (C8)

(Autorski rad)

Svjetloplavom su bojom oznaceni intervali na kojima ée se prikazati razlike izmedu Pita-
gorejskog Stimanja i Stimanja jednakog temperamenta. U svrhu ove usporedbu biti ¢e prikazana
jedna zica ucvrScena na oba kraja te stojni valovi koji se mogu pojaviti na istoj.

10



Slika 8: Primjer stojnog vala (autorski rad)

Kroz formule se navedeni stojni val moze prikazati na slijedeci nacin:

A v
I=3A=21f=2

gdje je [ duljina Zice, X valna duljina, f frekvencija te v brzina vala. U poCetku je A = 2 - [ zbog
znacajke stojnog vala da je ono $§to titra uvijek jednako pola vrijednosti valne duljine. U

11



daljnjim ¢e primjerima stojni val sa slike 8 biti koriSten kao referenca za izraCune te ¢e
vrijednost frekvencije ovog vala biti fo = 440H z. Slijedeci Ce primjeri istraziti Sto se tocno
dogodi kada se zica pritisne u svakom od Pitagorejskih omjera.

4.1.1. Pola zice - interval oktave

Pitagorejci su otkrili kako se pritiskom na polovicu Zice dobiva interval oktave:

Slika 9: Primjer stojnog vala na zici pritisnutoj na polovici (autorski rad)

Ako je frekvencija prazne odnosno nepritisnute zice 440 Hz, slijedi:

fo=440Hz = & = & —

w\y‘
>l

Sto vodi do zakljuCka da je § = 440H 2.

12



Zica pritisnuta na polovici svoje duljine podrazumijeva da je:

[ =

>

=

o[>

L
2

D=

Kod zice pritisnute na polovici duljine, titra samo pola Zice, a ne cijela zica. Znajuci da je ono
Sto titra pola valne duljine, dolazimo do zaklju¢ka da je u ovom sluc€aju valna duljina jednaka
duljini Zice. Uzimajuéi ovo u obzir, vrijedi slijedece:

v _ v __
fr= ==

o) =2-5=2-440Hz = 830H 2.

s[>
SIS

Ova se vrijednost to¢no poklapa sa vrijedno$cu frekvencije za interval oktave.

4.1.2. Trecina zice - interval kvinte

Pitagorejci su takoder otkrili kako se pritiskom Zice na 1/3 njezine duljine dobiva interval kvinte:

Slika 10: Primjer stojnog vala na zici pritisnutoj na tre€ini (autorski rad)

Zica pritisnuta na tre¢ini svoje duljine podrazumijeva da dvije trecine Zice titraju:
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Uzimajuci ovo u obzir, vrijedi slijedece:

v

fo=gh =35 =% =3 -%=135 440Hz = 660H 2,

||
w\ﬁ‘e

Ova je vrijednost za 0.745 Hz viSa od vrijednosti intervala kvinte iz tablice 1.

4.1.3. Cetvrtina Zice - interval kvarte

Pitagorejci su isto tako otkrili kako se pritiskom zZice na 1/4 duljine dobiva interval kvarte:

Slika 11: Primjer stojnog vala na zici pritisnutoj na Cetvrtini (autorski rad)

Zica pritisnuta na Getvrtini svoje duljine podrazumijeva da tri &etvrtine Zice titraju:
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Uzimajuci ovo u obzir, vrijedi slijedece:

fa= g = 2};% =% =3 -%2=12 440Hz = 586.6TH 2.

»‘g‘@

Ova je vrijednost za 0.66 Hz niza od vrijednosti iz tablice 1.

4.2. Fourierove transformacije

4.2.1. Povijest i vrste transformacija

Fourierova analiza je skup matemati¢kin metoda i tehnika koje se temelje na rastav-
ljanju signala na sinusoide. Dobila je naziv po francuskom znanstveniku imena Jean Baptiste
Joseph Fourier, koji je prvi ukazao na brojne prakticne mogucnosti koristenja navedenih teh-
nika. Premda se njegov prvobitni znanstveni rad bavio propagacijom topline, u njemu je naveo
tada-kontroverznu tvrdnju da se svaki neprekidni periodi¢ni signal moze prikazati kao suma
odredenih sinusoida. Postoje Cetiri razliCite Fourierove transformacije, koje se bave sa svakom
od Cetiri mogucih vrsta signala. Signal moze biti:

» Periodican - Isti se isjeCak signala ponavlja od -co do +occ.

« Aperiodi¢an - Npr. od —oo do n je vrijednost signala 0, promijeni se te je nakon promjene
vrijednost signala opet 0 do +oo.

Neprekidan - Signal je prikazan u obliku crte na grafu.

Diskretan - Signal je prikazan u obliku skupa odredenih tocaka na grafu.

Koristeci ova Cetiri atributa, odredujemo Cetiri razliCite vrste signala te nazive njihovih
transformacija:

Neprekidni aperiodi¢ni signal - Fourierova transformacija

Neprekidni periodi¢ni signal - Fourierov red

Diskretni aperiodi¢ni signal - Diskretna vremenska Fourierova transformacija

Diskretni periodiCni signal - Diskretna Fourierova transformacija

Za uspjeSno objasnjenje FFT algoritma, fokus ¢e biti na diskretnoj Fourierovoj transfor-
maciji jer ona Cini temelj FFT algoritma. Prije nego se objasni princip rada FFT algoritma,
potrebno je definirati neke od znacajki DFT-a.

Ulazni signal DFT-a se navodi kao signal u vremenskoj domeni. Ovaj se naziv koristi
jer se generalno ulazni signal oCituje kao kolekcija uzoraka snimljenih u odredenim vremen-
skim intervalima. Izlazni podaci se takoder nazivaju i signal u frekvencijskoj domeni. Ovisno o
namijeni, izlazni podaci mogu biti realni brojevi ili kompleksni brojevi. U svrhu objadnjenja FFT
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algoritma, koristit Ce se kompleksni brojevi kao i u popratnom programskom rjeSenju. Dakle,
DFT uzima signal u vremenskoj domeni u obliku skupa realnih brojeva te ih pretvara u sig-
nal u frekvencijskoj domeni u obliku skupa kompleksnih brojeva. Za izra¢un DFT-a najesce se
uzimaju duljine signala koje su potencije broja 2. Jedan od razloga takvoj duljini signala je Cinje-
nica da su potencije broja 2 "prirodne" raCunalu posto sva racunala koriste binarno adresiranje
podataka.

4.2.2. Fast Fourier Transform algoritam

Jedan od problema kod prevodenja Fourierovih transformacija u racunalni program je
slijedece: kako racunalo, koje ima konacnu duljinu ulaza, moze izraCunati bilo koji od navedenih
signala ako su svi signali nad kojima se moze izvrSiti Fourierova transformacija beskonacni?
Odgovor je da treba promijeniti podatke dobivene ulazom da izgledaju kao da su beskonacni.
Racunalo moze shvatiti samo one signale koji su diskretni i konacni. Ako se podaci promi-
jene tako da za svrhe izraCuna izgledaju beskonacno, moze se primjeniti diskretna Fourierova
transformacija.

Na primjer, uzmemo li ulazni diskretni signal duljine 500 to¢aka, moramo ga dopuniti s
nulama do duljine jedne od potencija broja 2. Najbliza je potencija 512, te se na kraj signala
doda 12 nula. Ovaj se signal sada moze ponoviti koliko je god puta potrebno da bi racunalo
moglo izraCunati izlazne podatke.

FFT algoritam jedan je od najvaznijih i najkompliciranijih algoritama koji postoje. Otkrice
ovog algoritma se pripisuje J.W. Cooleyu i J.W. Tukeyu 1965. godine, premda ga je koristio i
njemacki matematiCar Karl Freidrich Gauss viSe od jednog stolje¢a prije Cooleya i Tukeya. Nje-
govo se temeljno funkcioniranje moze opisati na slijedeci nacin: signal u vremenskoj domeni
od N toCaka se raspodijeli na N signala u vremenskoj domeni koji se sastoje od jedne tocCke.
Zatim se za svaki od N signala izraCuna frekvencijski spektar te se dobivenih N frekvencijskih
spektara sastavlja u jedan frekvencijski spektar. Zanimljiva je Cinjenica da za racunanje frek-
vencijskog spektra signala koji se sastoji od jedne toCke ne treba napraviti nista: frekvencijski
spektar signala s jednom to¢kom je jednak samom sebi.

Prvi dio, odnosno raspodjela signala sa N to¢aka na N signala s jednom to¢kom, postize
se vrlo jednostavnhom metodom: invertiranjem bitova (eng. bit reversal). Za bilo koji dobiveni
signal se naprave slijedeci koraci:

« Kao primjer signala ¢emo uzeti brojeve 3, 6, 10 15.

1. razdioba signala na parne i neparne vrijednosti te nakon toga na zasebne signale

[3,6,10,15] — [6,10],[3,15] — [6],[10], [3], [15]

2. pretvorba vrijednosti signala u binarni oblik
[6] = [0110], [10] = [1010], [3] = [0011], [15] = [1111]
« 3. inverzija bitova
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[0110] — [1001] = [9], [1010] — [0101] = [5],[0011] — [1100] = [12],[1111] — [0000] = [0]
* 4. sastavljanje frekvencijskog spektra tocno obrnutim redoslijedom iz 1. koraka
9], [5], [12], [0] — [12,0],[9,5] — [12,9,5,0]

Ovaj je primjer vrlo pojednostavljen prikaz funkcioniranja FFT algoritma, ali obuhvaca
srz onoga §to se dogada. U vec¢im se signalima postepeno komplicira dio sastavljanja frekven-
cijskog spektra zbog puno vecih duljina signala. Do ovoga problema dolazi zato $to se, ovisno
o duljini signala, prvi korak mora izvesti na nekoliko razina (u primjeru su to 2. i 3. razdioba
u 1. koraku), te sukladno s tim i Cetvrti korak. Za izracun ¢Ee trebati razina jednako broju koji
je potencija duljine signala. (npr. signal dug 16 to¢aka zahtjeva 4 razine, signal dug 64 tocke
zathjeva 6 razina itd.) U tom se slucCaju koristi kalkulacijski element poznat pod nazivom "leptir".
Navedeni element uzima dvije ulazne tocke te ih pretvara u dvije izlazne tocCke.

*S

Slika 12: Izgled jednog FFT leptira (Prema: Smith, 1999)

Ovaj se kalkulacijski element koristi na svakoj razini kalkulacije frekvencijskog spektra.
Na slici 12 je u slijedu vidljiv jedan krug u kojem je upisano "*S". Prilikom pretvorbe signala iz
vremenske u frekvencijsku domenu, vremenska se domena za odredene signale popunjava s
nulama na parnim mjestima, a za odredene na neparnim mjestima. Ovo se na pretvoreni signal
preslikava tako da se vrijednosti frekvencijske domene ponove. Ovaj se proces mora napraviti
i na signalima s parno popunjenjim nulama i na signalima s neparno popunjenim nulama. Za
signale s neparno popunjenim nulama, ponavljanje vrijednosti se postize mnozenjem sa sinu-
soidom. Nakon navedenog mnozenja, dva se elementa mogu sumirati uz pomoé navedenog
FFT leptira na svakoj razini.
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5. Programska dokumentacija

U ovom ¢e dijelu rada biti prikazan dizajn korisniCkog sucelja te ¢e biti objasnjen pro-
gramski kod koji se koristi unutar samog programa.

5.1. Korisnicko sucelje

o5 Zavrini rad = [} x
lzaberte ton:
(O A#/Bb O CH#/Db ) D#/Eb O F#/Gb O G#/Ab Bazna frekvencija: [440 B
= ) OB Oc ObD CE OF Ce Q A5 Mikrofon: [ Microphone (Realtek (R} Audio) v
Interval: rsta intervala
Fov
[« B} 2 3 4
oc
5 )6 8 Frekvencija
sm
POKRENI
SLUSANJE
Odabrani ton Ton intervala Cijeli interval

Srednja vrij. preko Zs: Frekvencija Ton

Slika 13: KorisniCko sucelje programskog rieSenja (autorski rad)

KorisniCko sucelje programa se sastoji od dva dijela:

» Odjeljak za reprodukciju tonova i intervala (lijevo)

» Odjeljak za stimer (desno)

5.1.1. Reprodukcija tonova i intervala

Odijeljak za reprodukciju tonova i intervala sadrzi tri odabira i tri gumba:

Odabir temeljnog tona intervala

« Odabir razmaka odnosno intervala

Odabir vrste intervala
» Gumb za reprodukciju odabranog temeljnog tona
» Gumb za reprodukciju odabranog intervala na temeljni ton

» Gumb za reprodukciju cijelog intervala, odnosno temeljnog tona i tona intervala
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Nakon §to se odabere temeljni ton, odabire se interval koji se zeli reproducirati. Valja
napomenuti da intervali prime (1), kvarte (4), kvinte (5) i oktave (8) mogu biti &isti (C), povecani
odnosno poviSeni (Pov) te smanjeni (sm), dok intervali sekunde (2), terce (3), sekste (6) i
septime (7) mogu biti samo veliki (V) ili mali (m). Ova je limitacija vidljiva i u programskom
kodu te ¢e biti objasSnjena logika iste. Odabirom Zeljene kombinacije temeljnog tona, intervala
i vrste intervala se moze stisnuti jedan od triju gumba: "Odabrani ton", "Ton intervala" i "Cijel
interval". Pritiskom gumba "Odabrani ton" se reproducira odabrani temeljni ton. Gumb koji se
nalazi odmah do njega, "Ton intervala", uzima u obzir temeljni ton, odabrani interval te vrstu
intervala i reproducira trazeni interval. Gumb "Cijeli interval" je kombinacija spomenuta dva

gumba te reproducira prvo temeljni ton te nedugo nakon njega reproducira odabrani interval.

5.1.2. Odjeljak za stimer

Odijeljak za Stimer izraden je od slijede¢ih komponenti:

+ BrojCani odabir bazne frekvencije

Odabir mikrofona

« Dinamicki prikaz frekvencija i to¢nosti dobivenog signala

Gumb za pokretanje slusanja

» Gumb za zaustavljanje slusanja

Prikaz srednje vrijednosti frekvencija i tona preko dvije sekunde snimanja

Prije samog pokretanja snimanja, korisnik mora odabrati koju baznu frekvenciju Zeli ko-
ristiti kao referencu za Stimanje. Utjecaj ovog broja e biti prikazan u objasnjenju programskog
koda. Pri pokretanju programa, bazna ¢e frekvencija biti postavljena na 440 Hz te se mak-
simalno moze povecati do 444 Hz. Takoder Ce pri pokretanju programa biti popunjen odabir
mikrofona s trenutnim sistemski zadanim mikrofonom, §to je vidljivo na slici 13. Pritiskom na
gumb za pokretanje sluSanja navedenim ¢e odabirima biti onemogucene promjene te ¢e se
upogoniti dinamicki prikaz frekvencija.

Dok je sluSanje upaljeno, signali dobiveni kroz mikrofon se obraduju i prikazuju na dina-
miCkom prikazu frekvencija uz pomo¢ nekoliko vrijednosti. S gornje strane prikaza nalaze se tri
vrijednosti, od kojih je srednja vrijednost frekvencija tona koju se Zeli dosti¢i. Vrijednost lijevo
je frekvencija jednog polutona nize, dok je vrijednost desno frekvencija jednog polutona vise.
Ispod ovih triju vrijednosti te ispod prikaza nalazi se dominantna frekvencija dobivenog signala
te ton koji je najblizi navedenoj frekvenciji. Dodatno je ispod toga postavljena jo$ jedna frekven-
cija, koja kumulacijom snage frekvencija preko dvije sekunde preciznije prikazuje dominantnu
frekvenciju signala. Uz to se, naravno, prikazuje i ton koji pripada danoj frekvenciji.
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Bazna frekvencija: |440

4k

Mikrofon: | Microphone (Realtek(R) Audio)

415.30 440.00 466.16

44128
A ZALSTAVI
SLUSANJE
Srednja vrij. preko 2s: 438 52 A

Slika 14: Upaljeni stimer (autorski rad)

5.2. Programski kod

Programski kod sadrZi dva glavna dijela: klasu Tonovi.cs te formu Form1.cs.

5.2.1. Klasa Tonovi.cs
5.2.1.1. Strukture i atributi

Klasa Tonovi.cs sadrzi slijedece strukture i atribute:

® public Dictionary<string, double> ToneBases

—> Struktura koja sadrzi parove klju¢-vrijednost u obliku ton-izraCunata frekvencija.

®* public double currentBaseFreq

—> Atribut koji sadrzi trenutnu baznu frekvenciju.

Pri pozivu konstruktorske funkcije atribut currentBaseFreq dobiva vrijednost. Na temelju ovog
atributa se izraCunavaju vrijednosti frekvencija svakog tona u strukturi ToneBases uz pomoé
funkcije multiplierRoot(n).
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5.2.1.2. Funkcije

Klasa Tonovi.cs sadrzi slijedece funkcije:

* public double multiplierRoot (double n)

—> Funkcija koja vraéa decimalni broj dobiven formulom 21z, odnosno /2".

®* public Tonovi (double baseFreq)

—> Konstruktorska funkcija. Postavlja vrijednost atributa currentBaseFreq na temelju nu-
meri¢kog unosa te izraGunava vrijednosti frekvencija svakog tona uz pomo¢ atributa cur-
rentBasefFreq i funkcije multiplierRoot(n) te ih upisuje u strukturu ToneBases.

®* public double normalizeFrequency (double currVal)

—> Funkcija koja uzima trenutnu frekvenciju i skalira ju na vrijednost od 415 do 870 Hz.

®* public string[] getCurrentToneUDVals (double currVal)

—> Funkcija koja za ulazni podatak uzima danu frekvenciju, a vra¢a u jednom polju pre-
poznati ton, to¢nu frekvenciju prepoznatog tona, frekvenciju jednog polutona ispod i iznad
prepoznatog tona te vrijednost frekvencije nakon izvrSavanja funkcije normalizeFrequ-
ency.

* public double getOctaveMultiplier (double freq)
—> Funkcija koja za unesenu frekvenciju vrac¢a broj kojim se frekvencija mora pomnoziti

kako bi ona bila u rasponu od 415 do 870 Hz.

5.2.2. Forma Form1.cs

Forma Form1.cs sadrzi funkcije vezane uz omogucavanje i onemogucéavanje gumba u
sucelju u obliku dogadaja te atribute i strukture koje se koriste za preracunavanje podataka i
njihovo privremeno spremanije.

5.2.2.1. Strukture i atributi

Forma Form1.cs sadrzi slijedece atribute:

®* public int baznaFrekvenciija

—> Cjelobrojni atribut u koji ¢e se popunjavati bazna frekvencija.

®* WaveInEvent wavelInVar

—> Struktura koja proizlazi iz biblioteke NAudio. Ova je struktura potrebna kako bi pro-
gramski kod mogao procitati vrijednosti signala dobivenog mikrofonom.
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®* public double[] bufferVals

—> Polje decimalnih brojeva u koje se upisuje neobradeni signal.

®* public Tonovi ToneBase

—> Atribut tipa klase Tonovi koji sadrzi sve atribute i funkcije navedene za tu klasu.

* public double[] bigbuffer

—> Polje decimalnih brojeva u kojem se kumuliraju vrijednosti snaga frekvencija kroz dvije
sekunde snimanja.

5.2.2.2. Funkcije

Forma Form1.cs sadrzi funkcije koje Cine srz cijelog programskog rjesenja:

®* public Forml ()

—> Konstruktorska funkcija. Unutar nje se pronalaze spojeni mikrofoni i dodaju se u oda-
bir mikrofona te se prvi dostupni postavlja kao odabrani. Takoder se unutar ove funkcije
provjerava vrijednost u numericCkom odabiru bazne frekvencije te se atribut baznaFrek-
vencija postavlja na tu vrijednost. To omoguéava inicijaliziranje klase Tonovi pod nazivom
ToneBase.

®* void DisableIneligible()

—> Funkcija koja, ovisno o odabranom intervalu, omogucuje odnosno onemogucuje odre-
dene vrste intervala.

® RadioButton GetOznaceniRadio (Control container)

—> Funkcija koja vraca trenutno oznaceni radio-gumb unutar spremnika container sa svim
njegovim atributima. Atributi radio-gumba su vazni za daljnje racunanje intervala koji ¢e
biti reproduciran.

®* public int[] izracunajInterval (double baseTone, int interval, string

intervalType)

—> Funkcija koja kao ulazni podatak uzima decimalnu vrijednost frekvencije odabranog
baznog tona, cjelobrojni razmak odnosno interval te vrstu intervala. Na temelju ovih poda-
taka se racuna ukupni mnozitelj kojim ¢e se vrijednost frekvencije baznog tona pomnoziti
kako bi se dobio to¢an interval. Ova funkcija vraca polje koje sadrzi dva cijela broja:
frekvenciju baznog tona te frekvenciju preracunatog intervala. Ove vrijednosti moraju biti
cjelobrojne jer funkcija koja reproducira zvuk prihva¢a samo cijele brojeve kao parametar.
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Slijedece su funkcije takozvani rukovatelji dogadaja:

®* private void WavelIn_DataAvailable (object sender, EventArgs e)

—> Funkcija koja Ce se izvrSiti svaki put kada postoje podaci signala. Ova je funkcija
temelj snimanja zvu¢nog signala.

* private void timerl_Tick (object sender, EventArgs e)

—> Najvaznija funkcija cijelog programa. lzvodi se svakih 0.1 sekundi posto je vremenski
okida¢ postavljen na 100 milisekundi. Decimalni brojevi koji se nalaze u polju bufferVals,
odnosno Cisti signal, se kopira u novi niz. Taj se niz zatim pomnoZzi sa dvije "prozorske
funkcije" koje smanjuju spektralno curenje te ¢ine signal periodi¢nim. Posto FFT algoritam
zahtjeva periodicni signal koji je duljine neke potencije broja 2, mora se takoder izvrsiti
funkcija nul-punjenja (eng. zero-padding). Funkcija nul-punjenja osigurava da je signal
duljine potencije broja 2. Na takvom se nizu zatim izvr§ava FFT algoritam koji dobiveni niz
decimalnih brojeva pretvara u niz kompleksnih brojeva, odnosno u spektar. 1z dobivenog
spektra se mogu dobiti snage odredenih frekvencija u obradenom signalu te se na temelju
najjace frekvencije prikazuju i mijenjaju vrijednosti u dinami¢kom prikazu frekvencija. Ove
se snage takoder pribrajaju u polje bigbuffer, koje Ce se koristiti u slijedecoj funkciji.

®* private void timer2_Tick (object sender, EventArgs e)

—> Druga najvaznija funkcija u programu. Na pocetku funkcije je moguce u programskom
kodu odrediti varijablu faktor koja ¢e se koristiti u slijedeéim izracunima. Na temelju kumu-
liranih vrijednosti upisanih u polje bigbuffer se provodi slijedeci algoritam: lzraCunavaju
se minimalna i maksimalna vrijednost niza bigbuffer. Stvaraju se dva nova privremena
niza. U prvi se privremeni niz upisuju normalizirane snage u vrijednosti izmedu 0 i 1
uz pomoc¢ iterativne formule: X — min/maxz — min, gdje je X trenutni broj u nizu. Po-
mocu srednje vrijenosti prvog privrememog niza se dobiva granica i to preko formule:
G = Avg + (1 — Avg) - F, gdje je Avg srednja vrijednost prvog priviemenog niza te F’
zadani faktor koji je pocetno postavljen na 0.995. Na temelju vrijednosti prvog privreme-
nog niza provjerava se i upisuje slijedece: je li trenutni broj prvog niza maniji od granice?
Ako je, u drugi niz se upisuje nula; u suprotnom se piSe vrijednost iz prvog niza. Ovim
se postupkom dobije frekvencija s najveCom snagom u dvije sekunde snimanja. Na kraju
funkcije se vrijednosti u nizu bigbuffer inicijaliziraju.

* private void cmbMics_SelectedIndexChanged (object sender, EventArgs e)

—> Funkcija koja se izvrSava kada se promijeni odabir mikrofona. Unutar funkcije se
ponovno postavlja atribut wavelnVar.

®* private void buttonListen_Click (object sender, EventArgs e)

—> Funkcija koja pokreée snimanje zvuka dok se klikne gumb "POKRENI SLUSANJE".
Ova funkcija takoder pokreée vremenske okidacCe timer1 i timer2 te poziva metodu atri-
buta wavelnVar koja zapocinje snimanije.
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®* private void buttonStop_Click (object sender, EventArgs e)

—> Funkcija koja zaustavlja snimanje zvuka, zaustavlja vremenske okidace i inicijalizira
dinamicki prikaz frekvencija dok se klikne na gumb "ZAUSTAVI SLUSANJE".

®* private void buttonPlay_Click (object sender, EventArgs e)

—> Funkcija koja reproducira odabrani bazni ton u odjeljku za reprodukciju tona klikom na
gumb "Odabrani ton".

* private void buttonTonIntervala_Click (object sender, EventArgs e)

—> Funkcija koja reproducira odabrani interval na bazni ton u odjeljku za reprodukciju tona
klikom na gumb "Ton intervala”.

* private void buttonOdvojeno_Click (object sender, EventArgs e)

—> Funkcija koja reproducira odabrani bazni ton te odabrani interval na bazni ton u
odjeliku za reprodukciju tona klikom na gumb "Cijeli interval".

®* private void numUDBaznaFrekv_ValueChanged (object sender, EventArgs e)

—> Funkcija koja azurira vrijednosti u strukturi ToneBase svaki put kada se promijeni
bazna frekvencija u odabiru bazne frekvencije.

Postoji jo§ osam funkcija koje spadaju u rukovatelje dogadaja, ali sve sadrze istu funk-
ciju unutar sebe. Ta je funkcija Disablelneligible(), koja mijenja omoguéene vrste intervala
ovisno o odabranom intervalu. Za svaki radio-gumb u odjeljku "Interval" (prima, sekunda, terca,
kvarta, kvinta, seksta, septima, oktava) postoji ovakva funkcija:

®* private void radioButtonPrima_CheckedChanged (object sender, EventArgs e)

—> Funkcija koja klikom na radio-gumb za interval prime onemogucava izbor vrste inter-
valaVim.
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6. Zakljucak

Predmet ovog zavr$nog rada je FFT algoritam te njegovo koriStenje za procesiranje mi-
krofonskoga signala u frekvencije koje se naposlijetku mogu koristiti za Stimanje instrumenata.
Za izradu programskog rjesSenja koristen je programski jezik C# i Windows Forms sucelje te Mi-
crosoft Visual Studio 2022. Prije izrade ovog zavrSnog rada, imao samo pretpostavku da necu
otkriti puno novih stvari. Ta je pretpostavka nestala od prvog dana kako sam poceo izradivati
rad. Kroz povijesni sam pregled naucio ponesto o matematici i glazbi, ali i neke stvari koje nikad
ne bih mogao ocekivati. Kroz matematicki opis sam ponovio znanje o stojnom valu, potvrdio
neke zanimljive Cinjenice te shvatio srz djelovanja jednog od najvaznijih algoritama racunalnog
doba.
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