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1. Uvod

Operacijska istrazivanja imaju $iroko matematicko, ali i ekonomsko poimanje. Ona se
sastoje od razli¢itih metoda i tehnika koja svojom primjenom uveliko potpomazu
ekonomskim analizama odnosno donoSenju krucijalnih odluka unutar nekog poduzeca.
Podrucje operacijskih istrazivanja koje ¢e se obradivati u ovome radu je linearno
programiranje. Svakako prvotna uporaba i nastanak operacijskih istrazivanja odnosno
linearnog programiranja nije bio namijenjen poduzeéima kakva danas postoje, ali sam razvoj
discipline pratio je drugi svjetski rat i povecan razvoj industrije nakon rata odnosno razvoj
raCunala. Racunalo je stupilo na snagu unutar discipline kao vrlo bitan element pomocu kojeg
se tocnije i brze dolazi do rjeSenja problema zadanog sustava. Nacini odnosno metode
pomocu kojih se dolazi do takvih rjeSenje je mnogo. Jedna od vaznijih obradit ¢e se u ovome
radu, a to je simpleks metoda sa svojim algoritmom, koja kao metoda spada pod metodu
linearnog programiranja. Osim osnovnog 0 ovim metodama bit ¢e rije¢i i o posebnim
slu¢ajevima koji se mogu javiti prilikom primjene simpleks algoritma. Ono §to se ovim radom
zeli pokazati je zasto se ti sluCajevi javljaju i na koji nacin im se pristupa. U realnim
sustavima u kojima se radi s velikim brojem informacija i podataka vrlo je bitno imati i
matematicko uporiSte u donosenju odluka. Zato se ove metode jako dobro mogu prilagoditi
takvim oblicima problema u kojima treba dobro razvrstati podatke i primijeniti ih na
odgovarajuci nacin. Naravno, uvijek kada se radi o velikom broju podataka koje treba obraditi
odnosno na temelju kojih treba do¢i do kvalitativnih odgovora, prisutna je mogu¢nost pojave
odredenih poteskoca. Potesko¢e mogu biti dio krivo postavljenih problema, zato ih je bitno
prepoznati 1 uvidjeti uzroke takvih poteSkoca. Zato ¢e ovaj rad obraditi upravo te vazne
dijelove simpleks algoritma. Nakon same definicije i objasnjenja linearnog programiranja te
zatim i detaljnog opisa funkcioniranja simpleks algoritma odgovorit ¢e Se na pitanje zasto se
odredene poteskoc¢e prilikom primjene tog algoritma javljaju i mogu li se na neki nacin 1
otkloniti kako se ne bi dobila viSesmislena rjeSenja problema. Tema ovog rada vrlo je
kompleksna i zahtjevna, ali ona ¢e biti odradena kroz §to jednostavnije primjere i definicije

kako bi se shvatila cjelokupna bit.



2. Operacijska istrazivanja

Postoje mnoga tumacenja i definicije operacijskih istrazivanja. Moze se rec¢i kako
operacijska istrazivanja objedinjuju matematiku, programiranje, elektroni¢cku obradu
podataka, organizaciju podataka, pribavljanje podataka, tehnike strukturiranja i klasificiranja,
kreativne tehnike i jo§ mnogo disciplina i podrucja s kojima operacijsko istrazivanje mora
'suradivati' kako bi uspjelo posti¢i svoj cilj i primjenu. [Barkovi¢, 2001, 8]. Ovoliko disciplina
koje su zajedno ujedinjene prema jednom cilju uvodi se kako bi se ucévrstilo prihvacanje
odluka na znanstvenoj osnovi. Operativno istrazivanje kao znanstvena metoda eksplicitno se
pojavila pod tim imenom za vrijeme drugog svjetskog rata na podru¢ju vojne strategije i
taktike, a kasnije se zbog svoje djelotvornosti prosirilo i na druga podruéja ljudske djelatnosti
[Marti¢, Vandal, 1968, 3]. Operacijska istrazivanja objedinjuju mnoge metode i matematicka i
statisticka sredstva uz pomocu kojih se zajedno dolazi do rjeSenja problema. Na temelju
klasifikacije problema odreduje se koje ¢e se od metoda i sredstava primijeniti za rjeSavanje
problema, ali i njegove analize. Za kvalifikaciju problema koriste se dva klasifikacijska
kriterija [Marti¢, Vandal, 1968, 7]. Prema prvom kriteriju dobiva se klasifikacija prema
upotrijebljenim metodama i po tom kriteriju modeli operacijskih istraZzivanja mogu se
klasificirati ovako: modeli linearnog programiranja, modeli kvadratnog programiranja, modeli
bilinearnog programiranja itd. [Marti¢, Vandal, 1968, 8]. Po drugom pak kriteriju dobiva se
klasifikacija prema obradivanom sadrzaju i1 po tom kriteriju modeli se klasificiraju ovako:
modeli proizvodnih procesa, modeli transporta, modeli zaliha itd. [Marti¢, Vandal, 1968, 8].
Modeli koji ¢e se u ovom radu obradivati i na temelju kojih ¢e se prikazati tema ovog rada su

modeli linearnog programiranja, koji ¢e biti prikazani i kao problemi proizvodnih procesa.



3. Linearno programiranje

Linearno programiranje dio je matematicke discipline koja se naziva matematicko
programiranje [Kalpi¢, Mornar, 1996, 5]. Takoder, linearno programiranje moze se svrstati i
unutar discipline matemati¢kog optimiranja. Ono je najprimjenjivanija metoda operativnog
istrazivanja te se primjenjuje kada se traze ekstremne vrijednosti problema, kao naprimjer
maksimum prihoda odnosno minimum tro§kova. [Dobreni¢, 1975, 3]. Moze se reci da je
linearno programiranje zapravo skup metoda i postupaka kojima se odreduju ekstremne
vrijednosti takve linearne funkcije, ¢ije podrudje definicije odreduje sustav linearnih
jednadzbi ili nejednadzbi [Dobrenié, 1975, 28]. Upravo zato §to ova metoda rjeSava probleme
koji su postavljeni tako da su im sva ograni¢enja i ciljevi odnosno sve jednadzbe i
nejednadzbe u linearnom obliku, opravdava naziv same metode. Nadalje, ne¢e se dublje
ulaziti u povijest nastanka tehnike linearnog programiranja, ali valja napomenuti neke bitne

tocke njezina razvoja.

lako je linearno programiranje kakvo danas postoji dobilo naziv i matematicku
definiciju tek kasnih Cetrdesetih i ranih pedesetih godina 20. stoljeca, njegovom otkrivanju
prethodila su razna druga stvaranja, razvoji i utjecaji. Neka ¢ak sezu i u 18. stoljece za koje se
kaze da je bio zacetak linearnog programiranja jer su tada ekonomisti prvi puta poceli
opisivati ekonomske sisteme matemati¢kim izrazima [Dobrenié¢, 1975, 4]. Stoljece kasnije jos
jedan je ekonomist dao svoj doprinos razvoju linearnog programiranja time $to je preporucio
jedan umjetni matematic¢ki model koji je kao dio svoje strukture imao tehnoloske koeficijente
[Dobreni¢, 1975, 4]. Od tada pa sve do tridesetih godina 20. stoljeca nije se niSta bitno vise
dogadalo na tom polju da bi se prije i nakon drugog svjetskog rata ova teorija vrlo brzo razvila
i pretvorila u disciplinu. Bitno ime koje se spominje je ruski matematicar L.V. Kantorovié¢
koji je svojim djelima odnosno radovima priblizio matematiku ekonomskom planiranju
proizvodnje odnosno ekonomskom racunanju optimalnog iskoristenja strojeva — kako se i
zvalo jedno od njegovih radova [Dobreni¢,1975, 5]. Nazalost, ruski matematicar je sa svojim
radovima ostao poprilicno nezapazen neko vrijeme od objave pa se za to vrijeme ve¢ naveliko
razvilo linearno programiranje kao disciplina izvan granica SSSR-a. Tako je 1947. Georg. B.
Dantzig razradio simpleks racunsku metodu za pronalaZenje optimalnog moguceg programa
problema linearnog programiranja [Dobreni¢, 1975, 6]. O toj metodi odnosno njezinom
algoritmu svakako ¢e biti vise rije¢i u narednim poglavljima. Nakon primjene linearnog
programiranja u vojnom podrucju - planiranja vojnih akcija Sirokih razmjera, od ruta brodova

izmedu luka do utvrdivanja tijeka dobara izmedu privrednih grana — slijede prvi pokusaji
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primjene linearnog programiranja u rjeSavanju problema industrije [Barkovi¢, 2001, 10].
Danas se ve¢ mogu navesti mnogi problemi koji se rjeSavaju uz pomoc¢ linearnog
programiranja poput proizvodnih programa, izbora lokacije tvornica, optimalnog planiranja
investicijskih ulaganja, razmjeStaja strojeva, izbor optimalnih tehnoloskih postupaka,
sastavljanja optimalnih planova prehrane, transporta, izbora i razmjeStaja sredstava
naoruzanja i jo§ bezbroj drugih podruc¢ja na kojima je moguée primijeniti linearno

programiranje.

Trebalo bi napomenuti kako je linearno programiranje doZivjelo 'procvat' odnosno
povecan interes za koriStenjem paralelno s razvojem racunala i ra¢unalnih tehnika kojima se
omogucilo brze rjeSavanje sve vecih zahtjeva i problema koji nisu bili moguci samo uz pomo¢
ljudskog faktora. Odlu¢ivanje u organizaciji moralo je biti poduprto i racunalnim programima
uz pomo¢ kojih su se predlagali precizni i to¢ni podaci. Svakako da su se ti programi iz
godinu u godinu usavr$avali i nadogradivali, pa se tako jo$ i danas oni mijenjaju i pokusavaju
Sto viSe prilagoditi zeljenim problemima. Danas se tako uz koriStenje racunala rjeSavaju vrlo
slozeni problemi optimizacije koji se javljaju unutar podruc¢ja u kojima je linearno
programiranje nezaobilazna metoda [Kuzmanovi¢,Sabo, 1]. Problemi transporta, energije,
telekomunikacije, proizvodnje — svi oni nedvojbeno moraju ukljuciti u svoje poslovanje

odlucivanje na temelju rezultata linearno programiranja.

Prema izvoru [Ravindran, Phillips, Solberg, 2007, 13] pojam linearnog programiranja
jednostavno definiramo kao odreden skup programskih problema koji zadovoljavaju sljedece

uvjete:

1. Varijable odlu¢ivanja koje su ukljuene u problem su nenegativne odnosno
pozitivne ili nula. To se moze objasniti tako da ako varijable gledamo kao
proizvod on se moze proizvoditi u nekoj koli¢ini ili se ne proizvodi, ne moze se

negativno proizvoditi.

2. Kriterij za odabir najbolje vrijednosti varijabli odlu¢ivanja moze biti opisan
linearnom funkcijom tih varijabli. Funkcija kriterija obi¢no se naziva funkcija
cilja.

3. Operativna pravila koja ureduju proces npr. koli¢ina resursa mogu se izraziti kao
skup linearnih jednadzbi ili linearnih nejednadzbi. Ovaj skup se obi¢no naziva

skup ogranicenja.



Upravo su zadnja dva stanja razlozi za zasto se linearno programiranje tako i naziva.
Kako se veé i navelo oni su u linearnom obliku. Siroka uporaba linearnog programiranja seze
od ve¢ spomenute vojske, preko ekonomije do industrije pa ¢ak i socijalnih problema. Navode

se tri razloga za njihovo Siroko koristenje:

1. Raznoliki problemi iz razli¢itih podruc¢ja mogu se prikazati ili barem priblizno kao

model linearnog programiranja.

2. Naraspolaganju postoje odnosno dostupne su u¢inkovite tehnike za rijesevanje

problema linearnog programiranja.

3. Sveprisutna jednostavnost kojom se razli¢iti podaci mogu upravljati putem

modela linearnog programiranja.

Moze se jo$ naglasiti kako su procedure rjeSavanja po prirodi iterativne i da se ¢ak i za
umjereno velike probleme pribjegava koriStenju racunala kako bi se doslo do rjeSenja.
Ponekad su analize do kojih se doSlo linearnim programiranjem bile neisplative jer je troSak
procedure s kojom se doslo do rjeSenja problema bio vecéi nego vrijednost samog rjesenja.
Danas to naravno nije takav slucaj jer je razvoj racunala odnosno i same tehnologije toliko
uznapredovao da se je rjeSenje velikih problema linearnog programiranja postalo ne samo

izvedimo ve¢ i jeftino [Ravindran, Phillips, Solberg, 2007, 14].

Metode linearnog programiranja najvazniji su instrument operacijskih istraZivanja
[Barkovi¢, 2001, 9]. Kako operacijska istraZzivanja imaju za cilj odrediti najbolji odnosno
optimalni smjer aktivnosti u problemu odluc¢ivanja u okviru danih restrikcija i ogranicenja
kapaciteta [Barkovi¢, 2001, 1], tako se moze reéi da je svrha linearnog programiranja unutar
operacijskih istraZivanja takoder optimiranje. Takav cilj onda promatramo ¢isto sa stajalista
ekonomskog problema, a ne matemati¢kog, iako je ono potrebno kako bi se problem uspio
rijesiti odnosno optimirati. Upravo takvo matematicko definiranje linearnog programiranja
glasi, kako smo ve¢ naveli, da je ono rjeSenje nekog matematickog zadatka koji se sastoji u
optimiranju neke linearne funkcije ¢ije varijable zadovoljavaju neki sustav linearnih jednadzbi
i nejednadzbi [Barkovi¢, 2001, 9]. Striktno govore¢i kako je ve¢ spomenuto linearno
programiranje 1 je matematiCka tehnika, ali u ekonomici nekog poduzeca linearno
programiranje obuhvaca i vise nego poznavanje same tehnike [Dobreni¢,1966, 25]. Linearno
programiranje je skup metoda ¢ija je karakteristika univerzalnost u primjeni pa one nisu

ogranicene na usko podru¢je ekonomskih analiza. S druge pak strane matematicka



formulacija i1 postupak omogucavaju da se dobije tocno rjesenje, liSeno sumnje 1 oslobodeno

subjektivizma, $to je u ekonomskoj analizi izrazito bitno [Dobreni¢, 1975, 28].

3.1. Osnovni pojmovi i njihovo definiranje

Prije samog matematickog definiranja problema linearnog programiranja valjalo bi
objasniti osnovne pojmove s kojima se zapoCinje rjeSavanje problema linearnog
programiranja. Neki su se ve¢ u kratko i spomenuli. Prvi svakako kojeg treba objasniti je

model.

Model odredenog problema postavlja se u apstraktnom ili matematickom obliku.
Naravno kako bi se nad modelom koji je apstraktno postavljen mogle primjenjivati odredene
operacije odnosno metode i tehnike mora ga se dovesti u matematicki oblik. Prilikom tog
'prevodenja’ odnosno jo§ prilikom same formulacije problema moze do¢i do kritiénih
pogresaka. Ukoliko se izostavi samo jedna ¢injenica tj. varijabla ili uvjeti koji su od kriti¢ne
vaznosti moze se desiti da se pojave rjesenja koja nisu relevantna za aktualnu situaciju

[Dobreni¢, 1966, 14].

Postavljeni model linearnog programiranja sastoji se od kriterija odnosno cilja,
ograni¢enja i uvjeta. Funkcija cilja kako smo ve¢ i spomenuli nam sluzi za izbor najboljeg
moguceg rjeSenja postavljenog problema odnosno optimalnog rjeSenja. Zato se ona naziva i
funkcijom kriterija. [Vuckovi¢, 1983, 14]. Ograni¢enja pak ograni¢avaju niz rjeSenja za

vrijednosti programa, ali tek s funkcijom cilja tvore potpuni program. Ograni¢enja problema

Na temelju sljede¢eg jednostavnog primjera® objasnit ée se navedeno. Recimo da u
zamisljenoj industriji imamo jedan stroj ¢iji je kapacitet 30 radnih sati tjedno. Zeli se odrediti
koli¢ina proizvoda koja se moze obraditi na tom stroju, a koju ozna¢avamo S nepoznanicom
x. Svaka jedinica proizvoda x zahtijeva vrijeme obrade od 5 sati rada. Izraz koji slijedi i
ovoga je:

5x = 30.

Znak jednakosti odreduje da se kapacitet stroja mora iskoristiti u potpunosti te na

temelju toga dolazi se do sljedeceg rjesenja postavljenog problema, a to je x = 5. To rjesenje

naziva se program. Takoder za ovaj problem moglo se traziti potpuno iskoristenje, ali da ono

nije zahtijevano pa je onda potrebno u tom slucaju koristiti znak nejednakosti ,,manje od ili

! Primjer izraden prema Dobreni¢, 1966, 13.



jednako® - <, koji se jo§ moze nazivati i ograni¢enjem koje je zadano gornjom granicom.
Ukoliko se u interpretaciji problema zahtijeva iskori$tenje minimalno 30 radnih sati odnosno
ograniCenje je zadano donjom granicom, znak nejednakosti koji se mora staviti je ,,veée od ili
jednako® - >. Ne treba bitno naglasavati da nejednadzbe dozvoljavaju niz rjeSenja odnosno
selekciju programa iz Sirokog niza alternativa, dok jednadZzba naravno ne. Ipak, kod jednadzbe
je moguce da se pojavi niz rjeSenja ukoliko recimo na ovom primjeru zelimo da se na stroju
obavlja izrada jo$ jednog proizvoda i to po jedinici od 2 sata rada na istom. Na temelju toga
dobiva se sljede¢i oblik jednadzbe:

5x1 + 3x2 = 30,

I njeno rjesenje odnosno program koji ju zadovoljava

program 1: X, =6, x,=0
program 2: x, =0, x, =10
program 3: x, =3, x,=05.

Rjesenje ove jednadzbe dopusta obradu razli¢itih koli¢ina prvog i/ili drugog
proizvoda, ali na nacin da ispunjavaju uvjet koji nam zadaje da program mora sadrzavati
onolike koli¢ine koje zajedno iskoristavaju pun kapacitet stroja. Navedenu jednadzbu s dvije
nepoznanice moglo se takoder zapisati i u obliku nejednadzbe i time bi se dobilo otvoreniji

problem u smislu da kapacitet stroja ne bi morao biti iskoristen u potpunosti:
le + 3x2 < 30.

Ponekad je prilikom postavljanja problema klju¢no upravo ovo. Prepoznati
odgovaraju¢e ogranicenje nad raspolozivim kapacitetom odnosno prepoznati hoce li se
upotrijebiti nejednakost ili jednakost. Ovom primjeru dodat ¢e se jo§ jedno ogranicenje tj. joS
jedan stroj na kojem se doraduju proizvodi, ali ovog puta samo proizvod x; Koji zahtijeva 2

sata obrade i to unutar kapaciteta od 12 radnih sata:
4x; + 0x, < 12.

Ova ograni¢enja moraju se spojiti u jedan proSireni model jer oba izraza moraju biti
simultano zadovoljena. Takoder potrebno im je dodati uvjet koji ne dozvoljava negativne
vrijednosti za proizvode posto se logi¢no i realno proizvodi ili ne proizvode (vrijednost im je
jednaka 0) ili proizvode (vrijednost im je veéa od 0). Ne moguce ih je negativno proizvoditi.
Takav uvjet naziva se uvjet nenegativnosti. Svako moguce rjesenje problema je odgovarajuca

kombinacija nenenegativnih vrijednosti svih polaznih varijabli kod koje lijeva strana svake od

7



ogranicavaju¢ih nejednadzbi ne smije imati vrijednost ve¢u od njene odgovaraju¢e desne

strane [Vuckovié, 1983, 51]. Krajnji oblik modela, ali ne i potpuni sada glasi:

5x; 4 3x, < 30
4, + 0x, < 12

X1, %Xy = 0.

Kako se pomocu postavljenih ograni¢enja dobiva niz moguéih rjesenja, postavlja se
pitanje koji od tih programa izabrati kao konacno, najbolje rjesenje. U toj odluci pomaze
funkcija cilja tj. funkcija kriterija. Svaki problem linearnog programiranja je rjeSiv ako ima
bar jedno moguce rjeSenje, a isti moZze imati i viSe mogucih rjeSenja. Upravo funkcija cilja
sluzi kao kriterij za izbor najboljeg moguceg rjeSenja problema [Vuckovi¢, 1983, 48].
Funkcija cilja odreduje tijek programa odnosno pomocu nje se odreduje hocée li se pomocu
programa maksimizirati ili minimizirati kona¢na vrijednosti. U svakom slu¢aju za cilj joj je
izvrsiti optimiranje. Pronaci ¢e najbolje moguce rjesenje. Funkcija cilja izrazava se pomocu
zadanih konstanti npr. u navedenom slucéaju ¢4 i ¢, koje mogu prikazivati prihod po jedinici

proizvoda ili pak rashod - u ovisnosti Zeli li se maksimizirati ili minimizirati zadani problem:
Z = X1 + x5 .
Za navedeni primjer uzet ¢e se vrijednosti:
c,=8, ¢, =3,
pa zapis za ukupni prihod izgleda ovako:
Z = 8xq + 3x,.
Odnosno potpuni model za ovaj problem glasi:
maksimizirati 8x1 + 3x,,

uz uvjete
5x1 + 3x2 <30
4x, + 0x, < 12

X1, % = 0.

Program koji zadovoljava ove uvijete i cilj maksimizacije je: x; =3, x, =5. Ne
postoji vise niti jedan program Koji bi bio tako dobar da rezultira najve¢im prihodom uz
postavljena ograni¢enja. Taj maksimalni prihod iznosi 83 + 3 -5 = 39 n,j. kao novcanih

jedinica pos$to se ne zna i nije trenutno bitno u kojem obliku su one izrazene.



Preko ovog malog i jednostavnog primjera zeljelo se u kratko prikazati na koji nacin
se postavlja model linearnog programiranja i na koji nacin se ono optimira. Naravno da se u
stvarnom poslovnom svijetu pojavljuju daleko veéi i kompleksiji modeli i njima odgovarajuce

metode. O nekima od njih ¢e kasnije biti viSe rijeci.

Sve ovo navedeno moze se zapisati naravno pomocu matemati¢kih simbola odnosno
model linearnog programiranja izgleda tako da problem kojeg zelimo optimirati se zapiSe kao
[Dobrenié, 1966, 17]:

n
Optz C]-x]- ,
=1
s njegovim pripadaju¢im uvjetima
n
Zal]x]> j=1,2,..,n,
j=1
x,ZO i=1,2,...,m.

Ako se detaljnije razlozi funkcija cilja onda poprima sljedeci oblik:

n
Z CiXj = C1X1 + CXpt+ ... +Cp Xy,
j=1

1 s njenim ograni¢enjima

n
_ <
QijXj = a;1% + appxo+ ...+ alnxn>b,-,

j=1
=0
gdje su svakako opet
j=12,..,n,
i=12,..,m

Iz svih navedenih izraza sljedeca tablica prikazat ¢e osnovne pojmove koji ¢e nam biti
polaziSte za razumijevanje ostatka rada u kojemu ¢e se oni bolje objasniti i detaljnije razraditi

ponajvise uz odabrane primjere.



Tablica 1. Osnovni pojmovi [Izvori: Dobreni¢, 1966 i Babi¢, 2010]

Funkcija cilja ili kriterija (prihodi ili rashodi)

OgraniCenja na varijable x; - skup ograniCenja

Funkcija cilja
Strukturne varijable (proizvodi ili komponente)

Tehnicki koeficijenti ili normativi

Uvjeti nenegativnosti
Cijena j-tog proizvoda ili komponente

Kapaciteti ili resursi

Broj varijabli (proizvoda ili komponenata)
Broj ogranicenja

Moze se zakljuciti kako su jedine konstante koje su zadane u problemu linearnog

programiranja tehnicki koeficijenti i dobiti po jedinici proizvoda odnosno rashodi. Tehnic¢ki
koeficijenti a;; pokazuju koliko je sati rada i-tog stroja potrebno za obradu jedne jedinice j-
tog proizvoda. Uz osnovne varijable x; koje se jo§ nazivaju i strukturnim varijablama javljaju
se jo$ i dva oblika varijabli koje su nam potrebne kako bi mogli linearni problem rijesiti
pomoc¢u simpleks metode. Ovdje ih se nije posebno definiralo jer ¢e o njima biti rije¢i u
sljede¢em poglavlju gdje ¢e se detaljno objasniti zasto se i njih mora unijeti prilikom
postavljanja problema.

3.2. Matematicko definiranje problema linearnog programiranja

Centralni matematicki problem linearnog programiranja je pronaci rjeSenje sustava
linearnih jednakosti koje maksimiziraju ili minimiziraju datu linearnu funkciju cilja
[Ravindran, Phillips, Solberg, 2007, 30]. S matemati¢kog gledista razlikuju se tri oblika
problema linearnog programiranja [Dobreni¢, 1966, 25]:

1) standardni problem
2) kanonski problem

3) op¢i problem

Uz navede oblike javlja se jos i Cetvrti problem, problem transporta. O njemu se nece

pisati u okviru ovog rada, ali on svakako ima bitnu ulogu unutar linearnog programiranja i
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kao metoda sama za sebe. Problemi linearnog programiranja zadaju se u standardnom ili
op¢em obliku. Opéi oblik je za neke metode potreban svesti na standardni kako bi se
odredena tehnika rjeSavanja mogla primijeniti. Za sluaj ovoga rada odnosno simpleks

metode oblik kojem ¢e se najvise paznje posvetiti je kanonski oblik.

3.2.1. Standardni problem i dualnost

Standardni problem linearnog programiranja moze se podijeliti u dvije kategorije. Za
minimum i za maksimum. Ovisno §to se zeli optimizacijom posti¢i odnosno zelimo li funkciju
cilja minimizirati ili pak maksimirati. Ove se dvije kategorije onda razlikuju upravo u tim
ograniCenjima i ciljevima koji su im postavljeni. Preko sljedece tablice prikazano je kako
problem mora biti postavijen da bi bio u standardnom obliku. Matematicki izrazi su vec¢

postavljeni u prethodnom poglavlju, ali nisu bili razdijeljeni i prikazani na ovakav nacin.

Tablica 2. Standardni problemi za max i min [Izvor: Dobrenié, 1975]

Standardni oblik LP za maksimum Standardni problem LP za minimum
Maksimizirati Minimizirati
Z = c1xq1 + Cax3+ ... tCpx, > max Z =c1xq + Cax+ ... +Cpxy, & min

Uz ogranicenja

ag1x1 + a12x2+ Cas +a1nxn < b1 ai1X1 + a12x2+ - +a1nxn > b1
az1X1 + a22x2+ Cas +a2nxn < b2 ay1X1 + a22x2+ - +a2nxn > bz
An1X1 + QX+ ... A X, < b, Am1X1 + QX+ ... FapnXy = by

i uvjet nenegativnosti

X1,X2, .., Xn >0

Prilikom definiranja standardnog oblika problema mora se spomenuti i ¢injenica da se
zadaci linearnog programiranja javljaju u parovima. Tu ¢injenicu nazivamo princip dualiteta
[Lonc¢ar, Hunjak, 1978, 235]. Svakom standardnom problemu linearnog programiranja za
maksimum korespondira odredeni problem za minimum i obratno. Originalni problem koji se
jos naziva i primal simetri¢an je dualnom obliku [Dobreni¢, 1975, 30]. Unutar ovog rada nece
se dublje ulaziti u njegovu upotrebnu i analiziranje, ali ono $to svakako treba spomenuti je da
je dualitet neSto Sto je izrazito bitno onome Kkoji provodi analizu — jer mu daje dublji uvid u
problem i bolju podlogu za donosenje odluka. Kroz jedan primjer kasnije napomenut ¢e na
koji nacin se interpretira rjeSenje dobiveno u dualu i $to ono znaci za dati primjer. Zanimljivo

je i vrlo vazno za re¢i da metode linearnog programiranja rjesavaju oba problema simultano
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pa tako i simpleks metoda dolazi jednako do rjeSenja kako u primalu tako i u dualu. Nije
potrebno rjesavati jedno pa drugo, ve¢ vrijednosti funkcije cilja za oba oblika bit ¢e jednake i
iskazane u zavr$noj optimalnoj iteraciji simpleks tablice — naravno ukoliko takvo optimalno
rjesenje postoji.

Dual originalnog problema formira se tako da lijeva strana nejednadzbi ogranicenja s
pripadaju¢im vrijednostima i varijablama, koja se primalu ¢itala horizontalno, postavi u
stupce jedan za drugim isto tako kako su ograni¢enja u originalu iSla jedan za drugim u
redovima. Vrijednosti ograni¢enja originala postat ¢e konstante funkcije cilja duala, a
konstante funkcije cilja originala postat ¢e vrijednosti ograni¢enja duala. Dakle, original ima
m ogranicenja i n varijabli, dok dual ima n ograni¢enja i m varijabli [Loomba, 1964, 149].
Sukladno s time mijenjaju se i znaci nejednakosti i ciljevi optimiranja. Pa stoga ak je
originalni problem bio u standardnom obliku za maksimum njegov dual bit ¢e izrazen kao
standardni oblik za minimum. Strukturne varijable duala oznacavaju se s y;. Sada ¢e se sve to

objasniti uz kratki primjer iz poglavlja 3.1:
maksimizirati 8x; + 3x,,

uz uvjete
5x; + 3x, < 30,
4x, +0x, <12,

xX1,% = 0.

Navedeni original koji je zadan u standardnom obliku prikazimo u dualnom:

minimizirati 30y, + 12y, ,
uz uvjete
53’1 + 4x2 = 8 )
3y1 + OxZ = 3 ,

I uvjete nenegativnosti koji se takoder moraju postaviti

y1,Y2=0.

RjeSenje ovog sustava odnosno problema iznosi y; =1, y, = 2 Funkcija cilja tada

T4
poprima vrijednost Z' =30-1 + 12 -% = 39, §to je isti iznos kao i iznos funkcije cilja u
originalu. RjeSenja varijabli duala koja su se dobila pokazuju koliko neto prihoda donosi

jedan radni sat stroja u okviru danog programa [Dobreni¢, 1975, 26]. Tako jedan radni sat
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prvog stroja donosi 1 n.j., dok jedan radni sat drugog stroja donosi manje i to 0,75 n.j. neto
prihoda. 1z toga se moze zakljuciti da ukoliko se poveca kapacitet prvog stroja za jedan radni
sat, maksimalni neto prihod programa ¢e se povecati za 1 n.J. Poveca li se kapacitet drugog

stroja isto za jedan radni sat, maksimalni neto prihod povecat ¢e se za 0,75 n.j.

Ovim jednostavnim primjerom pokazano je kako vrijednosti varijabli duala
omogucuju i pomazu procjeniteljima i stru¢njacima u dobivanju boljeg uvida u to koliko im
koji stroj 'vrijedi' i za Koji je pozeljnije da mu se poveca ili smanji broj radnih sati obrade
proizvoda. U stvari vrijednosti varijabli duala pokazuju 'tezinu' pojedinih ogranicenja koja
predstavljaju 'usko grlo' optimalnog programa. Vrijednost varijable duala bit ¢e jednaka nuli
ukoliko kapacitet na koji se ona odnosi ne bude u potpunosti iskoriSten dobivenim

programom. Takav kapacitet odnosno ogranic¢enje ne predstavlja 'usko grlo' proizvodnje.

Kako se uz linearno programiranje kao matematicku metodu vezu mnogobrojni
teoremi i definicije tako svakako i uz dual. Unutar ovog rada nece se direktno dokazivati ti
teoremi, ali oni su svakako temelj preko kojeg se dolazi do pravila pojedine metode. Na
temelju fundamentalnog teorema dualiteta, zakljuCuje se da postoje Cetiri moguéa slu¢aja koja

se mogu pojaviti kod rjeSavanja problema linearnog programiranja [Babi¢, 2010, 78]:

a) Oba problema imaju optimalno rjeSenje i optimalne vrijednosti funkcija cilja su
jednake,

b) Originalni problem nema moguce rjesenje, pa dualni nema optimalno,

c) Originalni problem ima moguce, ali nije optimalno rjeSenje iz Cega slijedi da dual
nema moguce rjesenje,

d) Ne postoji rjeSenje ni na jednoj strani jer su uvjeti nekonzistentni, tj. sistemi

nejednadzbi su u sebi kontradiktorni.

Neki od ovih oblika slu¢ajeva mogucih rjeSenja spomenut ¢e se kasnije i malo
detaljnije razraditi, ali samo u okviru originalnog problema. Za sada je dovoljno ovo

napomenuti.

3.2.2. Kanonski problem

Kanonski problem linearnog programiranja razlikuje se od standardnog problema u
tome da su sva ograni¢enja, osim onih kojima se postavlja uvjet nenegativnosti, u obliku
jednadzbi [Babi¢, 2010, 88]. Ovaj oblik kako je ve¢ reCeno pogodan je za primjenu razlicitih
metoda rjeSavanja problema linearnog programiranja. Upravo zato koristit ¢e se 1 u ovom radu

za rjesavanje problema simpleks algoritmom. Kanonski problem polazi od toga da se
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originalni problem mora svesti na jednakosti. To se postize uvodenjem novih dopunskih i/ili
artificijelnih varijabli. Za svaki znak nejednakosti, ali i jednakosti, prikazat ¢e se na koji se
nacin uvode ove promjene.

Da bi se nejednadzbu u obliku ,,manje od ili jednako* - < dovelo u oblik jednakosti
potrebno joj je lijevoj strani dodati varijablu koja ¢e to i omoguciti. Takva varijabla zove se
dopunska varijabla i oznacavat ¢e se s u. Dopunskih varijabli bit ¢e onoliko koliko je i
nejednadzbi unutar zadanog problema. Indeksi dopunski (ali i artificijelnih) varijabli
dodjeljuju se onako kako se pojavljuju u problemu odnosno u ogranicenjima — bit ¢e
objasnjeno kroz primjere. Ove varijable takoder ne smiju biti negativne, pa stoga eventualna
njihova pozitivna vrijednost ne smije utjecati na vrijednost funkcije cilja [Vuckovi¢, 1983,
53]. Unutar ograni¢enja koja su ovako postavljena, ove varijable pokazuju koliko je po
optimalnom programu ostalo neiskoristenog kapaciteta pojedinog stroja ili materijala ili §to je
ve¢ u zadatku zadano. Posto funkcija cilja mjeri prihod ili rashod npr. neiskoristenih 12 sati
rada na nekome stroju ne pridonosi prihodu. Prihod funkcije mora zavisiti samo od vrijednosti
varijabli x; odnosno koliko se proizvoda za dati program proizvodi. Zato se svaka od
dopunskih varijabli u funkciju cilja uvodi s koeficijentom 0. Ovakve dopunske varijable
nazivaju se jos$ i kao neiskoristene, oslabljenje ili slobodne varijable [Vuckovi¢, 1983, 557, ali
unutar ovog rada zvat ¢e ih se samo dopunskim. Ukoliko je u nekom mogucem rjesenju
problema za dopunsku varijablu u ovakvom ograni¢enju dobiveno 0 znaéi da takvo

ograni¢enje u potpunosti iskoriSteno.

Nadalje, da bi se nejednadzba u obliku ,,vece od ili jednako - > dovela u oblik
jednakosti lijevoj je strani pak potrebno dodati varijablu s negativnim predznakom koja ¢e to
isto omoguciti. Radi se isto o varijabli u;. Te dodatne varijable negativnog predznaka
nazivaju se jo$ 1 varijable viska s obzirom na to da pokazuju koliko je lijeva strana
ogranic¢enja veca od desne [Babi¢, 2010, 90]. Znaci da ukoliko je kod nekog moguceg rjeSenja
problema neka dopunska varijabla vec¢a od 0 (u; > 0) znaci da lijeva strana ovakve pripadne
ograni¢avajuce nejednakosti ima vecu vrijednost od odgovarajuce desne strane i da je takvo
ogranicenje u potpunosti iskoristeno.

Uz dopunske varijable negativnog izraza uvijek u paru dolaze i njihove pripadajuce
artificijelne varijable w pozitivnog predznaka. Jos ih se naziva i umjetne varijable. Njih se
uvodi iz razloga Sto zbog negativnih predznaka dopunskih varijabli ne moze dobiti pocetno
nenegativno bazi¢no rjesenje. O pocetnim bazi¢nim rjeSenjima ¢e se govoriti nesto kasnije, ali

bitno je sada napomenuti kako zelimo izbje¢i takva rjeSenja jer su ona nemoguca i
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kontradiktorna. Ovim varijablama ¢e se u funkciji cilja pridruziti nespecificno veliki broj
M. Razlog ovomu je $to ovakve varijable sluze za lakSe rjeSavanje problema i nikako ne smiju
utjecati na funkciju cilja. 1z tog razloga njihove vrijednosti sezu u beskonac¢nost i ne smiju ni
na koji nacin biti 'kandidati' za moguée rjesenje. Kako se u problemu za maksimum ima za
cilj dobiti Sto veca konacna vrijednost tako ¢e se prilikom definiranja funkcije cilja u
kanonskom obliku dodati uz varijable w ovaj dovoljno veliki broj M, ali u negativnom izrazu
kako bi varijablu uz njega postavili u $to inferiorniji odnos spram ostalih varijabli.

Pocetno bazicno rjesenje sadrzi samo (pozitivne) dopunske i artificijelne varijable
odnosno pocetno rjeSenje se postavlja tako da mogucih rjeSenja varijabli mora biti onoliko
koliko i ogranicenja. Stoga se i u kanonskom problemu ograni¢enjima zadanim s
jednakostima mora uvesti isto artificijelna varijabla kako bi osigurali tom ograni¢enju ulazak
u bazu. Svakako da ta varijabla ne smije utjecati na funkciju cilja i rjeSenje 0dnosno ne smije
se uopce uzimati kao moguce rjeSenje, jer takvo ne postoji, pa prema tome i tim varijablama
koje su dodane ograni¢enjima izraZzenim jednadzbama mora se pridruziti dovoljno veliki broj
kako se one ne bi razmatrale kao moguce rjesenje. U ovisnosti o cilju funkcije isto se gleda
hoce 1i on i¢i u minus beskonacno ili plus beskona¢no. Takoder artificijelne varijable isto
ulaze u uvjet nenegativnosti kao i dopunske.

Vrlo je vjerojatno da sve receno za kanonski oblik nema trenutno prevelikog smisla,
ali sve Ce to 'sjesti na svoje mjesto' preko primjera koji ¢e se razraditi u ostalim poglavljima.

Za sada za laksi prikaz ovog oblika posluZit ¢e sljedeca tablica:

Tablica 3: Dopunske i artificijelne varijable

Ogranicenje Varijable
+u

—ut+w
+w

Funkcija cilja

-

Z - min +M

3.2.3. Op¢i problem

Ukoliko je problem linearnog programiranja zadan u opéem problemu znaci da su u

tom problemu neovisno je li zadan za maksimum ili minimum ogranicenja izrazena

nejednadzbama < i/ili < ili pak i jednadzbama = 0dnosno izrazena su sustavom jednadzbi i
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nejednadzbi. Takav problem potrebno je svesti na standardni odnosno kanonski problem

ukoliko ga se zeli rijesiti odabranom metodom linearnog programiranja.

3.3. Ekonomsko definiranje problema linearnog programiranja
Kako se ve¢ reklo, u realnom slucaju gdje se najviSe koriste metode linearnog

programiranja, problemi se javljaju u okviru ekonomije. Neki od takvih problema su problemi
strukture proizvodnje, problemi strukture sredstava i izvora sredstava, problemi sastava
smjesa, problemi zaliha proizvoda itd. Takvi ekonomski problemi, ukoliko ih je moguce,
treba svesti na matematicki. Ekonomski problem koji ima sljedece tri Kvantitativne
komponente moze se definirati kao problem linearnog programiranja [Dobreni¢, 1966, 31]:

a) cilj i kriterij

b) alternativne metode ili procese za postizanje cilja (kriterija)

C) ogranicene resurse i druge uvjete.

Odnosno da bi se ekonomski problem mogao tretirati kao problem linearnog

programiranja, mora zadovoljavati sljede¢e matematicke uvjete [Dobreni¢, 1975, 36]:

linearnost funkcije kriterija i sistema jednadzbi odnosno nejednadzbi
diskretnost procesa odnosno aktivnosti
zbrojivost procesa u utrosku resursa i u funkciji cilja

proizvoljna djeljivost faktora

ok~ w0 N PE

ograniceni broj procesa odnosno aktivnosti 1 ogranienja

Ne bi se trebalo nesto puno ovdje reci jer navedene definicije odnosno uvjeti su ve¢ u
vecoj ili manjoj mjeri receni i prilikom matematickog definiranja. Ono na ¢emu ¢e se ovaj rad
bazirati je matemati¢ki dio linearnog programiranja i kako pomocu njega do¢i do rjeSenja.

Duboka i detaljna tumacenja tih rjeSenja u ekonomskom smislu nece se obradivati.

3.4. RjeSavanje problema linearnog programiranja

Problemi linearnog programiranja rjeSavaju se metodama linearne algebre.
Matematicka sredstva koja se moraju upotrijebiti pri rjeSavanja takvog problema ovisna su o
obimnosti problema, pogotovo o broju raspolozivih varijabli i broju uvjeta u formi jednadzbi
odnosno nejednadzbi [Marti¢, Vandal, 1968, 8]. Po opsegu veoma mali problemi mogu se
rjeSavati grafickim metodama ili nekim pak elementarnim numerickim aritmetickim
metodama. Metoda na koju se ovaj rad oslanja je simpleks metoda. Metoda pomocu koje se

mogu rjeSavati kompleksni i zahtjevni problemi koji su toliko veliki da ih se jednostavno
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mora rijesiti i uz pomo¢ racunala jer mogu sadrzavati i po viSe stotina varijabli. Svim
linearnim problemima postupak rje$avanja je isti i on se sastoji od sljede¢ih koraka [Dobrenic,
1975, 39]:

definiranje problema

prikupljanje 1 sredivanje informacija i podataka

postavljanje modela

rjeSavanje problema

testiranje dobivenog programa

o o~ wbd -

interpretacija dobivenog kona¢nog — optimalnog programa i eventualnih

suboptimalnih programa.

Ovi koraci ¢ine se jednostavnima, ali u realnim primjerima unutar Stvarnih
organizacija prvi koraci — 1, 2 i 3 - su kljuéni. Unutar njih se pokuSavaju prikupiti svi
relevantni podaci te otkloniti eventualni problemi ili nesmislenosti koji bi mogli dovesti do
krivih rjesenja. Koraci 4 i 5 provodit ¢e se u ovome radu. Nesto malo kroz jedan kratki
primjer i korak 3 preko kojeg ¢e se iz ekonomskog modela postaviti potrebiti matematicki
model. Formulacija takvog modela provodi se kroz sljedeca tri koraka [Ravindran, Phillips,
Solberg, 2007, 14]:

korak 1. Identificirati nepoznate varijable koje ¢e se rjesavati i prikazati ih pomoc¢u

algebarskih simbola

korak 2. Identificirati sva ograniCenja i uvjete u problemu i izraziti ih kao linearne

jednadzbe ili nejednadzbe koje su linearne funkcije nepoznatih varijabli

korak 3. Identificirati cilj ili kriterij i predstaviti ga kao linearnu funkciju varijabli

odlucivanja, koja treba maksimizirati ili minimizirati

Svakako treba naglasiti kako odabrana simpleks metoda sama provodi testiranje
dobivenih rjesenja kroz izvodenja njenog algoritma. Korak testiranja vise je potreban kod
ruénog racunanja nego putem racunalnih programa, ali svakako je korak kojeg se ne smije
nikako presko¢iti i koji vodi to¢noj interpretaciji dobivenog programa.

Sljede¢i primjer® koji ¢e se rijesiti grafickom metodom, iz razloga jer opisuje dvije
nepoznate varijable i stoga ga je moguce prikazati u dvodimenzionalnom prostoru, pojasnit ¢e

Sto se tocno trazi i na koji nacin tijekom rjesavanja linearnog programiranja. Slucaj koji je

2 Zadatak preuzet iz materijala dostupnih na e-kolegiju 'Operacijska istrazivanja 1' — rijeSen samostalno
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uzet ima jedno i optimalno rjeSenje, koje naravno nije uvijek prisutno u veéim i

kompleksnijim problema. O posebnim sluc¢ajevima nesto kasnije.

Primjer se sastoji od sljedec¢e funkcije cilja i njenih ogranicenja i uvjeta odnosno

model za ovaj primjer glasi:

Z =3xq +2x, > max

P1 3x; + 6x, < 24
P, 8x; +4x, <40
P3 9x; + 3x, < 27
Py 2x, +1x, =23

x1,X3 =0 — uvjet nenegativnosti!

Svakom ograni¢enju dodijelile su se oznake za pravce kako bi ih se lakSe raspoznalo i
nacrtalo unutar grafa odnosno sva ograni¢enja unutar grafickog rjesenja crtaju se kao pravci
sa svojim podru¢jem rjeSenje — koje se nalazi s jedne od strana istog. Ukoliko je ograni¢enje
zadano jednadzbom podrucje rjeSenja za taj pravac svakako je on sam. RjeSenje programa se
traZzi unutar prvog kvadranta. Odnosno ukoliko rjeSenje nije unutar prvog kvadranta ono
zasigurno ne moze biti optimalno rjeSenje, jer znaci da barem jedna tocka rjeSenje nije unutar

uvjeta nenegativnosti. Graficko rjesenje® ovog programa izgleda ovako:

.\121

Slika 1. Graficko rjesenje problema

Zadatak linearnog programiranja je da od beskona¢no mnogo to¢aka izabere jednu (ili
mozda visSe njih) za koju zadana funkcija cilja ima maksimalnu (ili minimalnu) vrijednost
[Babi¢, 80]. | stoga na podruc¢ju mogucih rjeSenja treba naci onu tocku koja unutar tog
podrucja rjeSenja zadovoljava funkciju cilja, odnosno treba pronaci ekstremnu tocku podrucja
bilo minimalnu ili maksimalnu. U ovom primjeru podrucje rjeSenja je pobojano crvenom
bojom. Unutar tog podrucja treba pronaci ekstremnu tocku programa koja ¢e dati maksimalni

moguci rezultat. Ona se u grafickom nacinu rjeSavanja linearnog problema nalazi tako da se

¥ Izraden samostalno u: https://www.wolframalpha.com
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pravac funkcije cilja povlaci ka rubovima podrucja rjeSenja dok se dostigne do one u ovom
slu¢aju maksimalne. U ovom primjeru ta maksimalna tocka nalazi se na sjecistu pravca Py i P3
i oznacila se kao to¢ka M. RjeSavanje sjeciSta dvaju pravaca daje koordinate te tocke M(2,3),

odnosno rjeSenja za x; i x,, a ona glase:
xX1=2,
X, =3.
Dok je vrijednost funkcije cilja s ovakvim programom jednaka:
Z=3-2+4+2-3=12.

Ono $to se ovim primjerom htjelo pokazati je nacin na koji se trazi ta ekstremna tocka.
Simpleks metoda na isti nacin u svim mogucim rjeSenjima pokuSava do¢i do one toCke n-
dimenzionalnog prostora koja ¢e zadovoljiti funkciju cilja odnosno poluciti maksimalnoj ili
minimalnoj vrijednosti iste. Kako zadani problem sadrzi samo dvije nepoznanice njega je bilo
moguce rijeSiti grafickom metodom dok kod problema s vise varijabli to je malo

kompliciranije. Zato se u takvim sluc¢ajevima primjenjuje simpleks metoda.
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4. Simpleks algoritam

Simpleks algoritam sastavni je dio simpleks metode koja je pak temelj linearnog
programiranja. Sama metoda razvila se 1947. godine od strane G. Dantziga odnosno 1951.
kada je 1 objavio osnovni rad o njoj [Marti¢, 1979, 103]. lako za razne specijalne slucajeve
postoje brze i bolje metode, simpleks metoda je i dan danas 'kraljica' linearne optimizacije i
po jednostavnosti i po broju korisnika [Caklovi¢, 2010, 27]. Ovaj rad obraduje striktno
algebarski dio simpleks metode i to onaj koji se rjeSava putem tabelarnog/tabli¢nog prikaza,
ali bitno je za naglasiti kako ona ima veliko uporiste u geometrijskoj matematici i da su joj
preko nje postavljeni temelji. Odnosno, simpleks metoda rjeSava problem unutar okvira

linearne algebre, ali ima lijepu geometrijsku interpretaciju [Caklovi¢, 2010, 27].

Simpleks metoda linearnog programiranja zahtjeva da se prvo odredi neko polazno
bazi¢no rjesenje odnosno kompletira odgovarajuca polazna simpleks tabela [Vuckovi¢, 109].
Zatim se odgovarajuim testovima takvo polazno bazi¢no rjeSenje unapreduje sve do
optimalnog rjeSenja. To unapredenje odvija se postupno — iterativno izmjenom tekuce bazi¢ne
kombinacije u novu bazi¢nu kombinaciju koje se medusobno razlikuju samo u jednoj bazi¢noj
varijabli dok im je m-1 ostalih varijabli istih. Postupak takvog rjesavanja obavlja se preko

odgovarajuceg niza simpleks tabela.

Prilikom primjene simpleks metode odnosno algoritma bitno je razlikovati simpleks
metodu koja polazi s linearnim programom u standardnom obliku i simpleks algoritam koji
polazi s kanonskim oblikom, a sastoji se od niza stozernih operacija i ¢ini glavni dio subrutine
simpleks metode [Dantzig, 1963, 94]. Stoga da bi se primijenio simpleks algoritam mora se
prvo unutar metode standardni odnosno op¢i oblik pretvoriti u kanonski oblik. Kako je ve¢
receno kanonski oblik dobiva se tako da se sve nejednadzbe unutar originalnog postavljenog
problema, bio on zadan u standardnom ili opéem obliku, pretvore u sustav jednadzbi tako $to
¢e mu se dodati odgovaraju¢e dopunske varijable (u) i/ili artificijelne varijable (w). | tek tada
kada se dobio kanonski oblik moze se krenuti s provodenjem simpleks algoritma, koji je se u
ovisnosti o optimizaciji (max ili min) razlikuje u par koraka. Stoga ¢e se prvo krenuti od
rjeSavanja standardnog problema linearnog programiranja simpleks algoritmom za
maksimum. Zatim ¢e se oObjasniti postupak rjeSavanja standardnog problema linearnog
programiranja za minimum, te ¢e se na kraju objasniti i problemi postavljeni opéim oblikom.
Uz svaki od navedenih primjera postepeno ¢e se uz rjeSavanje objasnjavati odnosno razvijati i

nadogradivati i sam algoritam.
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4.1. Standardni problem linearnog programiranja za maksimum

Kako je ve¢ navedeno standardni problem linearnog programiranja za maksimum
izgleda tako da su mu sva ograni¢enja zadana gornjom granicom odnosno znakom
nejednakosti ,,manje od ili jednako”. Za prikazivanje rjeSavanja ovakvog oblika problema

uzet e se sljedeéi primjer®:
Z = 75x1 + 85x, + 55x3 + 95x, - max

0xq + 1x, + 3x3 + 2x4 < 750
4x; + 0x, + Ox3 + 1x, < 350
1x; + 1x, + 4x3 + 2x4, < 450
X1,X2,X3,%X4 =0
Naravno, prvi korak koji se mora provesti unutar simpleks metode je problem koji je
zadan prevesti u kanonski oblik. Unutar njega na ve¢ spomenuti na¢in unose se dopunske
varijable koje ¢e se zapisivati po dijagonali kako se pojavljuju iz razloga jer ¢e se na taj nacin

kasnije i unositi u tablicu kao jedini¢na matrica. Kanonski problem stoga izgleda ovako:

Z = 75x4 +85x; + 55x3 + 95x4 + 0(uy + u,; + uz) - max

0x1 + 1x2 + 3X3 + ZX4, + Uuq = 750
4-x1 + Oxz + OX3 + 1X4 + Uu, = 350
lx1 + 1X2 + 4‘X3 + 2X4 + u3 = 4‘50

X1, X2,X3,X4,Uq, Uz, U3z = 0

Iz priloZenog vidimo kako su dopunske varijable usle u funkciju cilja s koeficijentom
nula iz razloga koji je ve¢ naveden, a taj je da one ne smiju imati utjecaja na njenu vrijednost
— ne pridonose nikakav prihod. Koeficijenti koji se tim varijablama dodaju unutar ograni¢enja
pri formiranju poetnog rjeSenja je jedan® i time formiranju jedini¢nu matricu. Na temelju
ovih podataka odnosno kanonskog oblika formira se prva pocetna simpleks tablica. Tu
pocetnu tablicu gledamo kao prvu fazu simpleks algoritma, a ona za cilj ima pronalaZenje bilo

kakvog bazi¢nog moguceg rjesenja.

Bazi¢no rjeSenje unutar tablice sluzi nam kao sredstvo pomocu kojeg dolazimo
odnosno trazimo optimalno moguce rjeSenje. Na koji nacin se to radi pokazat ¢e se preko
primjera. Bazi¢no rjesenje sadrzi to¢éno m pozitivnih vrijednosti, dakle onoliko koliko postoji

nezavisnih jednadzbi ogranicenja [Dobrini¢, 1975, 51]. Najbolje moguée bazi¢no rjesenje

* Zadatak preuzet iz materijala dostupnih na e-kolegiju 'Operacijska istraZivanja 1' — rijeSen samostalno
® za to ograni&enje u kojem se prvi put pojavljuje, unutar ostalih ograni¢enja ono iznosi isto nula
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zove se optimalno rjeSenje problema i to je rjeSenje kod koga funkcija cilja dostize Zeljenu
ekstremnu vrijednost (maksimalnu ili minimalnu — zavisno od cilja) koja mora biti kona¢na
[Vuckovic¢, 1983, 82]. Svaka od simpleks tablica u nizu odgovara bazi¢nom rjesenju problema
koje je blize njegovom optimalnom rjeSenju [Vuckovi¢, 1983, 105]. Naravno da rjeSenje ne
morao uvijek ispasti optimalno i jedinstveno, ali za sada je ovo dovoljno re¢i za bazi¢no
rjeSenje. Unutar poglavlja posebnih svojstava simpleks algoritma vise ¢e Se pozabaviti

razlicitim slu¢ajevima vezanim za bazi¢na rjeSenja.

Svaki kanonski oblik zapravo u sebi sadrzi to prvo bazi¢no rjeSenje koje je potrebno za

postavljanje prve poc€etne simpleks tablice. Simpleks tablica formira se na sljede¢i nacin:

Tablica 4°. Pogetna tablica simpleks metode za problem maksimuma

¢ — cy Cy *** € *** Cp 0 0 -0 -0
c Bazicno rjesenje Strukturne varijable Dopunske varijable
S
b Varijabla | Koli¢ina X1 X vt Xg vt Xp Uy Uy = Up o Uy K R
1 0 0 0
0 Uy 8T aj; A1z Qg5 Q1
0 Uz azo Az1 Az Qs+ Aop 0 1 0 0
0 U, aro ar1 Az Qpg - Qpy 0 o -1 -0
0 Um Amo Am1 Am2 - Qs A 0 o ---0 -0
Z]—C] 0 _Cl —CZ..._CS..._Cn O O ...O ...O

Tablica unutar zaglavlja u prvom redu sadrzi koeficijente varijabli c; iz funkcije cilja.
Prvi stupac cg sadrzi koeficijente iz funkcije cilja onih varijabli koje se nalaze u bazi¢nom
rjeSenju. Kako se prvo pocetno moguce bazi¢no rjesenje formira iz kanonskog oblika
vrijednosti ovih koeficijenata za pocetnu tablicu ¢e naravno iznositi 0 poSto se to prvo
bazi¢no rjesenje sastoji od dopunskih varijabli. Za popuniti do kraja to prvo bazi¢no rjesenje
moraju se unijeti te dopunske varijable u drugi stupac tablice koji inace pokazuje koje su

trenutno varijable uzete za rjeSenje problema. Tre¢i stupac sadrzi njihove trenutne vrijednosti.

® Prema: Dobrenié, 1975, 53.
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Kako su u pocetnom bazi¢nom rjesenju kreée od toga da su strukturne varijable x;
jednake 0 tako ¢e vrijednosti treceg stupca biti vrijednosti postavljenih ograni¢enja problema.
Kako bi se kasnije prikazao korak transformacija, za sada se te vrijednosti nec¢e oznacavati
kao prije s b; ve¢ ¢e im se za pocetni indeks dodijeliti j = 0 uz oznaku a odnosno b, =

Q19, b, = ay 1 tako redom [Dobrenié, 1975, 55].

Sredi$nji dio tablice sadrzi matricu input-output koeficijenata a;; strukturnih varijabli,

desni dio tablice sadrzi ve¢ spomenutu jedini¢nu matricu dopunskih varijabli.

Zadnji red tablice c’j = Zj — ¢; predstavlja red kriterija optimalnosti. Odnosno taj
redak tj. njeni koeficijenti koji se jo$ nazivaju i relativni troskovi ukazuju za koliko ¢e Z biti
uvecan (ili umanjen) za svako jedini¢no povecanje varijable koja se nalazi iznad tog
koeficijenta [Ravindran, Phillips, Solberg, 2007, 34]. 1z tog razloga varijabla koja se trenutno
nalazi u bazi¢nom rjeSenju uvijek ¢e u tom retku poprimati vrijednost 0. No nuzno ne mora to
biti jedina varijabla koja ima tu vrijednost. O tome Sto to znaci reci ¢e se nesto kasnije.
Predzadnji stupac - kontrolni stupac — nije nuzno provoditi jer ne predstavlja nuzan uvjet za
donoSenje rjeSenja, ali korisno ga je koristiti prilikom ru¢nog racunanja jer kako mu i sam
naziv govori Koristi se za kontrolu izra¢unatog. On sadrzava zbroj svih vrijednosti za red na
koji se odnosi. U pocetnoj tablici na taj na¢in se i raCuna dok u ostalim tablicama na jedan
drugaciji nacin. Detaljnije o tome nesto kasnije. O zadnjem stupcu R takoder nesto vise u

nastavku.

Na temelju svega prethodno recenog popunjava se pocetna tablica i ona sada izgleda
ovako:

Tablica 5. Poc¢etna simpleks tablica za primjer 1.

cj = 75 85 55 95 0 0 0
. Bazi¢no rje3enje Strukturne varijable Dopunske varijable
4 Var Kol X1 X2 X3 X4 u; u, us K R
0 u; 750 0 1 3 2 1 0 0 757
0 u, 350 4 0 0 1 0 1 0 356
0 us 450 1 1 4 2 0 0 1 459
Zj=¢ 0 -75 -85 -55 -95 0 0 0 -310
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Sada kada se popunila pocetnu tablicu, zavrsena je prva faza simpleks algoritma. Kako
ovo bazi¢no rjesenje sadrzi samo dopunske varijable vrlo je jasno kako ono nije i optimalno
rjesenje stoga zapocCinje druga faza simpleks algoritma. Faza unutar koje se provodi
optimizacija i pomoc¢u koje se dolazi do optimalnog maksimalnog ili minimalnog rjeSenja
problema, ukoliko takvo 1 postoji. Druga faza sastoji se od kona¢nog broja iteracija za
poboljsanje pocetnog bazi¢nog programa [Dobreni¢, 1975, 55]., Svaka iteracija sastoji se od

tri sljedeca koraka:

1) odredivanje vodeceg stupca — unutar ovog koraka odreduje se koja ¢e to
varijabla u¢i u bazu kao moguce rjeSenje problema. Kod ovog koraka za
problem maksimuma cilj je izabrati one varijable da udu u bazu kod kojih ¢e se
maksimalno povecati vrijednost funkcije cilja. Kod minimuma naravno izabiru

se one koje ¢e smanjivati vrijednost funkcije.

Za odabir tog stupca sluzi nam zadnji red tablice, red relativnog profita, koji je iskazan
obrnutim predznakom odnosno vrijednost koja je iskazana s minus predznakom predstavlja za
koliko ¢e se povecati Z za svaku jedini¢nu promjenu varijable na koju se taj iznosi odnosi.
Pozitivna vrijednost oznacava za koliko ¢e se funkcija cilja smanjiti. Kako problem
maksimuma Zelimo poboljsavati u smjeru povecanja ukupne vrijednosti Z, vodeci stupac za
taj problem bit ¢e onaj koji u tom retku poprima najvecu negativnu vrijednost 0dnosno
max{|Z1- - Ci|} gdje je Zj — ¢; < 0. Za navedeni primjer tu najvecu negativnu vrijednost
poprima Cetvrta varijabla x, te stupac unutar kojeg se ona nalazi oznac¢avamo kao vodeci

stupac.

2) odredivanje vodeceg reda — unutar ovog koraka odreduje se koja ¢e to
varijabla iza¢i iz baze, a na njeno mjesto u¢i nova odabrana nebazicna
varijabla. Ovo odabiranje vodeceg reda zajedno s odabiranjem vodeéeg stupca
naziva se pivotiranje [Barkovi¢, 61]. Stoga element koji se nade na raskrizju

tog vodeceg stupca i retka nazivamo pivot elementom.

Sada stupac R dolazi u razmatranje. Vodec¢i red bit ¢e onaj koji poprima najmanji
kvocijent prvog stupca i odabranog vodeceg stupca. | te razlike zapisuju se unutar stupca R
radi lakseg snalazenja. Odabire upravo onaj najmanji omjer jer varijabla iz baze unutar reda
koja ima najmanju tu razliku prva ¢e poprimiti vrijednost 0 ukoliko poraste nebazi¢na
varijabla koja se dovodi u bazu [Barkovié¢, 21]. Znaci da iz baze izlazi ona varijabla na koju

najviSe odnosno najprije utjece povecanje varijable koja ulazi u bazu. Ukoliko bi se odabrala
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neka druga varijabla dogodilo bi se da u bazi¢nom rjeSenju imamo negativne vrijednosti, a to
se svakako zeli izbje¢i. Ovo pravilo nazivamo jo$ i pravilom najmanjeg omjera (eng.
minimum ratio rule’):
0= min{@}, za sve a;s > 0,
Ajs

gdje indeks s predstavlja indeks vodecéeg stupca, a uvjet govori da se prilikom ra¢unanja ovog
omjera ne smije dijeliti s 0 ili negativnom vrijednosti. U odabranom primjeru u pocetnoj
tablici vodeci red postaje red unutar kojeg se nalazi bazi¢na varijabla us. Jer njegov omjer je

bio najmanji u iznosu od 225.

Tablica 6. Odredivanje vodeceg stupca i reda za primjer 1.

Cf Var Kol X1 X2 X3 Xg u; u, us K R

u; 750 0 1 3 2 1 0 0 757 375

0 u, 350 4 0 0 1 0 1 0 356 350

0 us 450 1 1 4 2 0 0 1 459 225
Zj—¢ 0 -75 -85 -55 -95 0 0 0 -310

Nakon §to se odredio vodec¢i stupac 1 vode¢i red odnosno koja nebazicna varijabla
ulazi u bazi¢no rjeSenje i koja bazi¢na varijabla izlazi iz njega, slijedi prva iteracija simpleks
algoritma odnosno druga tablica. Prvo $to se radi je da se na mjesto bazi¢ne varijable koja je
izasla iz baze stavi nova varijabla koja je usla u bazu i to tako da vodeéi stupac postaje
jediniéni stupac tako $to stoZerni element odnosno pivot poprima vrijednost 1 dok svi ostali
postaju 0. Nakon toga vrijednosti elemenata iz vodeceg reda dijele se s vrijednos$éu pivota i
izraCunate vrijednosti zapiSu se u novu tablicu. Te se vrijednosti ne smiju zaokruzivati nego se
zapisuju u obliku razlomka ukoliko je potrebno. Svaka zaokruZena vrijednost polucit ¢e krive

zakljucke i rjeSenja, a to svakako nije za cilj. Za odabrani slucaj to sada izgleda ovako:

" Ravindran, Phillips, Solberg, 2007, 38-39.
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Tablica 7. a) Prva iteracija za primjer 1.

cj — 75 | 8 | 55 | 95 0 0 0
5 Baziéno rjesenje Strukturne varijable Dopunske varijable
d Var Kol X1 X2 X3 Xa u; u; us K R
0 u; 0
0 u 0
95 Xg 225 1/2 1/2 2 1 0 0 1/2 459/2
z-¢ | 0 0

Prilikom popunjavanja ostatka tablice radi kracenja vremena mogu se Koristiti sljedece
olaksice racunanja. Postoji li u vodeéem stupcu prijasnje tablice na nekome mjestu vrijednost
0. Ukoliko da, vrijednosti reda u kojem se nasla ta nula, prepisuju se. Isto tako vrijedi i za red.

Ukoliko u vodec¢em redu postoji vrijednost nula, vrijednosti stupca gdje se nalazila ta
vrijednost nula, prepisuju se:

Tablica 8. b) Prva iteracija za primjer 1.

(15 Var Kol X1 X2 X3 Xg u; u, us K R
u; 0 1 0
0 u, 0 0 1
95 Xq 225 1/2 1/2 2 1 0 0 1/2 459/2
Zj—¢ 0 0 0 0

Posto u vodec¢em redu nije bilo vrijednosti 0, nije se nista moglo prepisati, dok se za
prvi i drugi stupac dopunskih varijabli to moglo uciniti. Sljede¢i korak popunjavanja ostatka

tablice treci je korak simpleks algoritma [Dobreni¢, 1975, 55]:
3) transformacija koeficijenata tabele iz a;; u a's;

a. transformacija koeficijenata vodeceg reda

b. transformacija koeficijenata ostalih redova.

Korak 3.a se ve¢ izveo na opisan nacin. Korak 3.b izvodi se na sljede¢i nacin za i # r, posto

su elementi s indeksom r bili elementi vodeceg reda:

r_ roo,
Aij =0qijj —Ayrj A
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Stoga, nova vrijednost u novoj iteraciji rauna se tako da se od stare vrijednosti tog
elementa oduzme umnozak nove vrijednosti tog stupca, ali elementa koji je ujedno bio i u
vodecem redu, i stare vrijednosti iz vodeéeg stupca za taj redak. Po ovom obrascu

transformiraju se i vrijednosti Z; — ¢; reda i kontrolnog stupca. Tako za prvu iteraciju po

stupcima ove vrijednosti iznose:

Tablica 9. a) prva transformacija za primjer 1

kol: X X2
750 —225 -2 =300 0 -1/2 2 p==1 1 -1/2 2 =0

350 —225 ‘1 =125 4 -1/2 1 =T 0 —1/2 1 =-1/2

0 —225 -(—95) =21375| —75 —1/2 -(-95) =-55/2 | -85 —1/2 -(—95) =-75/2

Tablica 10. b) prva transformacija za primjer 1.

X3 U3z K
3 -2 2 =-1 0 -1/2 2 =-1 757  —459/2 -2 =298
0 -2 1 ==2 0 -1/2 -1 =-1/2 356 —459/2 -1 =253/2
-55 -2 (=95 =135 | 0 -—1/2 -(-95) =95/2 —310 —459/2 - (-95) =42985/2

Odnosno dobiva se kona¢no prva iteracija:

Tablica 11. Potpuna prva iteracija za primjer 1.

cj = 75 85 55 95 0 0 0
. Baziéno rjesenje Strukturne varijable Dopunske varijable
4 Var Kol X1 X2 X3 X4 u; u, us K R
0 u; 300 -1 0 -1 0 1 0 -1 298
0 u 125 7/2 -1/2 -2 0 0 1 -1/2 253/2
95 Xq 225 1/2 1/2 2 1 0 0 1/2 459/2

zj—¢ | 21375 | -55/2 | -75/2 | 135 0 0 0 95/2 | 42985/2

Kontrolni stupac sada ¢e posluziti kao pomagalo u kontroli dobivenih rjeSenja.

Odnosno vrijednost koja je izracunata preko prijasnjeg koraka mora biti ista onoj vrijednosti
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koja se dobije zbroje li se sve vrijednosti retka. Ukoliko se ispostavi da se te vrijednosti ne

podudaraju vrlo vjerojatno se negdje pogrijesilo rijekom racunanja.

Nakon Sto se dobila prva iteracija preispituju se vrijednosti u Z; — ¢; retku. Za slucaj
kada je problem iskazan u obliku standardnog problema za maksimum Zeli se posti¢i da ovaj
redak nema negativne vrijednosti, odnosno da su sve vrijednosti Z; — ¢; = 0. Nadoveze li se
to na ve¢ receno za relativne troskove jasno je zasto ovo pravilo ovako glasi. Ukoliko u
problemu za maksimum ne postoji viSe niti jedna varijabla s negativnom vrijedno$¢u ovog
troska znaci da se viSe ne moze unaprijediti program jer izabere li se koja druga varijablu kao
bazi¢na funkcija cilja neée vise rasti ve¢ suprotno. Korisno je ovdje za spomenuti kako
simpleks algoritam eliminira sva moguca rjeSenja koja su losija od trenutnog postavljenog i
time efikasnije dolazi do rjeSenja nego da ispituje rjeSenje po rjesSenje je li ono optimalno. A
tih rjeSenja moze biti jako puno. Broj mogucih bazi¢nih rjeSenja racuna se kao [Ravindran,

Phillips, Solberg 32]:

odnosno konkretno za ovaj primjer

4!
(3)=3m=*

Ovaj broj ne znaci da ¢e i toliko tablica i1 koraka prilikom racunanja biti ve¢ koliko je
mogucih kombinacija varijabli i njihovih vrijednosti da zajedno zadovoljavaju ograni¢enja i
uvjete.

Kako prema uvjetu za maksimum Z; — ¢; jo§ uvijek postoje negativne vrijednosti,
simpleks algoritam provodi se dalje. Ponovo se trazi vodeéi stupac, koji je sada x,, a vodeci

redak opet je ispao treci pa iz baze izlazi varijabla x,. Pivot element je 1/2.

Tablica 12. Vodeci stupac i vodeci red za drugu iteraciju za primjer 1.

Cf Var | Kol X1 Xz X3 Xa Uy u us K R
0 u; 300 -1 0 -1 0 1 0 -1 298 /
0 u, 125 7/2 -1/2 -2 0 0 1 -1/2 253/2 /
95 Xq 225 1/2 1/2 2 1 0 0 1/2 459/2 450
Zj—¢ | 21375 | -55/2 | -75/2 | 135 0 0 0 95/2 | 42985/2 /
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Posto se u vode¢em redu javlja nula prvi red se moze prepisati u novoj iteraciji. Takoder
vrijedi 1 za stupce ispod dopunskih varijabli koje su i unutar bazi¢nog rjeSenja. Provedu li se
dalje transformacije na ve¢ pokazan nacin dobiva se sljedece rjeSenje odnosno potpuna druga
iteracija:

Tablica 13. Druga iteracija za primjer 1.

¢ - 75 85 55 95 0 0 0
- Bazi¢no rjeSenje Strukturne varijable Dopunske varijable
4 Var Kol X1 X2 X3 Xs u; u, us K R
0 u; 300 -1 0 -1 0 1 0 -1 298
0 u 350 4 0 0 1 0 1 0 356
85 Xa 450 1 1 4 2 0 0 1 459
Zj—c; | 38250 10 0 285 75 0 0 85 38705

Prikazano rjesenje druge iteracije ujedno i je optimalno bazi¢no rjeSenje jer vise ne
postoje negativne vrijednosti u zadnjem retku. | time se dobilo konac¢no rjeSenje problema

odnosno program koji glasi:

x; = 450
u; =300
u, = 350
Z = 38250

Navedeni primjer prikazuje kako nije uvijek nuzno odabrati varijablu koja ima najvecu
negativnu vrijednost u zadnjem redu ve¢ treba i racionalno razmisljati i gledati na koji nacin
¢e se vrijednost funkcije cilja mijenjati ovisno o varijabli koja se izabere za ulazak u bazi¢no
rjeSenje. Tom racionalnijem razmisljanju moze posluziti egzaktni kriterij za izbor varijable
koja ulazi u novu bazu [Babi¢, 2010, 128]. Ovdje se nije ispitivala svaka varijabla koja moze
u¢i u bazu ve¢ je usla ona koja po obi¢nom kriteriju ima max|Zj - cj|. Da smo u prvom
koraku odmah odabrali varijablu x, optimalno rjeSenje dobili bi ve¢ iz prve iteracije. No ovo
je dovoljno malen primjer i zadatak da se jedna iteracija vis§e moze zanemariti. O egzaktnom

kriteriju bit ¢e rijeci u poglavlju posebnih sluc¢ajeva simpleks algoritma.

Iz simpleks tablice kako je ve¢ naznateno moguce je procitati i rjeSenje dualnog

problema ukoliko takvo i postoji. Posto optimalni program za ovaj problem originala postoji,
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rjeSenje duala isto je optimalno i jednake je vrijednosti od 38250 n.j. Vrijednosti varijabli
duala Citaju se ispod dopunskih varijabli u zadnjem redu i prema dobivenom rjesenju postoji
samo jedna vrijednost, a to je y; = 85. Kako je ve¢ bilo i napomenuto, ova vrijednost duala
oznacava za koliko ¢e se ukupni prihod povecati, povecali se kapacitet stroja 3 (npr. ako smo
ograni¢enja oznacili kao strojeve) za jednu jedinicu odnosno jedan sat. To znaci da jedan sat
rada na tre¢em stroju donosi 85 n.j. prihoda. Pos$to je rjeSenje problema takvo da program
ukazuje kako je isplatljivo proizvoditi samo proizvod x, ¢iji prihod po jedinici iznosi 85 n.j.
logi¢no je onda zas$to je ispala ovakva vrijednost duala. PoSto su dopunske varijable u; i u,
ostale pozitivne one ukazuju na to da je ostalo neSto neiskoriStenog kapaciteta. Za prvo
ograni¢enje odnosno stroj ono iznosi 300 sati, dok za drugi 350, odnosno jedini proizvod Koji
se treba proizvoditi po ovom programu uopée se ne doraduje na drugome Stroju jer je njegov
kapacitet ostao u potpunosti neiskoristen. 1z toga se moze zakljuciti da je stroj broj dva visak,
no ta dublja analiziranja ostavit ¢e se na nekome kome ¢e ona viSe znaciti. Za interpretaciju

ovog rjesenja problema dovoljno je navedeno.

4.2. Standardni problem linearnog programiranja za minimum
Kako se prilikom rjeSavanja standardnog oblika za minimum i opéeg problema za
minimum i maksimum uvode nove artificijelne varijable, rjeSavanje putem simpleks tablice
odvija se nesto drugacije nego rjeSavanje standardnog problema za maksimum. Posto te
artificijelne ne smiju nikako u¢i u rjesenje ( u suprotnom je ono nemoguce), postoje tri nacina

otklanjanja ovog problema odnosno tri metode®;

1) metoda polaganja na maksimum, tj.dual
2) metoda veliko M

3) 'dvofazna’ metoda

Prva metoda primjenjuje se kada je problem zadan u standardnom obliku za minimum.
Posto je njegov dual standardni problem za maksimum jasno je kako se u takvom problemu
kada se prevede u kanonski oblik nece javiti artificijelne varijable i da ¢e ga se moci rijesiti na
nacin koji je opisan u prethodnom potpoglavlju. Ukoliko postoji optimalno rjesenje, to
rjesenje duala rijesit ¢e i problem originala.

Druga metoda naziv je dobila po velikom koeficijentu koju se stavlja uz artificijelne

varijable. Ta metoda koristi pravilo unutarnjeg proizvoda za dobivanje vrijednosti relativnih

troskova tablice. Nece se detaljno ova metoda objasnjavati jer prilikom rjeSavanja ovakvog

8 Izvori: Dobrenic, 1975, 74 i Kalpi¢, Molnar, 1996, 18.
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problema koristit ¢e se treca navedena metoda. Dovoljno je re¢i da obje metode 2) i 3) imaju
za cilj sto prije otkloniti i izbaciti artificijelne varijable iz bazi¢nog rjeSenja jer takvo rjeSenje
je daleko od optimalnog i nikako nije prihvatljivo kao jedno od mogucih rjeSenja. Takoder

obje metode imaju i jednak broj iteracija.

Tre¢a metoda tkz. 'dvofazna metoda' posluzit ¢e za ovaj primjer. Naziv je dobila po

svoje dvije faze koje se provode kako bi se dobio program problema [Dobrenié, 1975, 77]:

1. faza: izraCunavanje prvog upotrebljivog programa

2. faza: izraCunavanje optimalnog programa

Prva faza se sastoji u izracunavanju prvog upotrebljivog programa koji ¢e sadrzavati
samo strukturne i/ili dopunske varijable, dakle rjeSenje u kojem ¢e sve artificijelne varijable
biti izbacene iz baze [Dobrenic, 1975, 77]. Za izbacivanje tih varijabli za ovu metodu uvodi se
novi d; redak. Taj redak sadrzava vrijednosti koje su dobivene zbrajanjem koeficijenta a;;
okomito po stupcu za strukturne varijable i ograni¢enja [Dobreni¢, 1975,91]. Odnosno kako je
taj d; redak vezan za upravo te artificijelne varijable i uvodimo ga kako bi ih se moglo rijesiti
iz baze, vrijednost unutar reda sadrzi zbroj okomito vrijednosti po stupcu, ali samo za one

koeficijente unutar ¢ijeg reda se nalazi artificijelna varijabla u bazi.

Cilj prve faze 'dvofazne’ metode je izbaciti artificijelne varijable iz baze. Jednom kada
one izadu ne mogu se viSe pojaviti unutar moguceg rjeSenja. Sve dok one postoje u bazi
rjeSenje problema nije moguce. Provodenje ove faze odnosno njen algoritam glasi sli¢no kao i
za problem maksimuma. Odabrati vodeci stupac, odnosno odabrati varijablu koja ulazi u bazu
te odabrati na koje mjesto u bazi ona ulazi tako da se odredi vode¢i red. Za problem
minimuma to se izvodi tako da se unutar d; reda pronalazi najveca pozitivu vrijednost - ispod
strukturnih i dopunskih varijabli, jer artificijelne ne smiju ulaziti u bazi¢no rjeSenje — i stupac
u kojem se ta vrijednost nalazi odabiramo kao vodeci. Odabir vodeceg reda odvija se na isti
nacin kao i u standardnom problemu za maksimum, po pravilu minimalnog omjera. Ovdje se
artificijelne varijable koja je bila vezana za negativnu dopunsku varijablu imati jednake
koeficijente u tablici obrnutog predznaka, stoga kada se u tablici izracunaju elementi varijable

u, elementi ispod varijable w, mogu se prepisati s obrnutim predznakom.
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Druga faza zapocinje ispitivanjem je li ovo dobiveno prvo moguce rjeSenje ujedno i
optimalno, tako da se u Z; —c; redu ispitaju vrijednosti ispod nebazi¢nih strukturnih i
dopunskih varijabli. Kako za minimum vrijednosti tog red da bi program bio optimalan
moraju biti < 0, odnosno ne smije postojati vise niti jedna varijabla koja bi mogla u¢i u bazu i
da dodatno umanji funkciju cilja. Ukoliko u tom redu postoje pozitivne vrijednosti znaci da se
trenutni program moze jo§ poboljSavati. Izbor varijable koja ¢e u¢i u novo bazi¢no rjesenje

vrsi se po osnovnom kriteriju odnosno max{Z; — ¢;} gdje je Z; — ¢; > 0.

4.3. Opéi problemi linearnog programiranja za maksimum i
minimum

Unutar realnih sustava javljaju se ve¢ spomenuti problemi koji znaju imati i po par
stotina varijabli i vjerojatnost da su im ograni¢enja postavljena u opéem obliku vrlo je velika.
Jedan od op¢ih problema bit ¢e i rijeSen u sljedecem poglavlju. Op¢i problemi za minimum i
maksimum kako je ve¢ navedeno zadani su ograni¢enjima koja su iskazana nejednadzbama
'manjim od ili jednako' i/ili 've¢im od ili jednako' te mogu biti i u obliku jednadzbi. Svodenje
na kanonski oblik unutar ovakvih problema dovodi do toga da se i u problemu za maksimum
moraju uvesti artificijelne varijable, a sukladno tome i d; redak. Postupak pronalaZenja
optimalnog programa isto se odvija u dvije faze — 'dvofaznom' simpleks metodom. Jedina
razlika koja se javlja u opéem problemu za maksimum spram standardnog i opéeg problema
za minimum (osim one vezane za redak Z; — ¢;) je ta da poSto se unutar opéeg problema u
kanonskom obliku uz artificijelne varijable unutar funkcije cilja morao uvest dovoljno velik
odnosno mali broj M - iskazan negativnim predznakom - vrijednosti u dj retku ¢e takoder biti
iskazane s negativnim predznakom. Zatim se preko toga reda unutar prve faze odabirom
max{ldjl} gdje je d; < 0 odreduje vodeci stupac. I to je jedina vazna nova razlika koja se
treba spomenuti. Test programa je li on optimalan unutar druge faze 'dvofazne' metode odvija
se na jednak nacin kao i unutar standardnog problema za maksimum. Transformacije vodeceg

reda 1 novih elemenata odvijaju se takoder po istoj formuli.
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5. Posebna svojstva simpleks algoritma

Problemi linearnog programiranja nisu uvijek 'idealni' odnosno postupak rjesavanja ne
teCe uvijek kao 'Skolski primjerak' pa da se jednoznacno dode do optimalnog rjesenja.
Prilikom rjeSavanja problema simpleks metodom odnosno simpleks algoritmom moguce je da
se pojave odredeni problemi, nedoumice, nedopustene vrijednosti i sl. Kako se pristupa
takvim problemima i moze li ih se i na koji nacin rijeSiti opisat ¢e se u nastavku poglavlja.
Prije opisivanja svakog od posebnih svojstava koja se javljaju u kratko ¢e se detaljnije opisati

pojam bazi¢nog rjeSenja nego $to se spominjao u ostatku rada.

5.1. BaziCno rjeSenje

Unutar ovog poglavlja malo ¢e se viSe objasniti bazi¢no rjeSenje kako bi se sljedece
poglavlje moglo lakSe razjasniti. Bazi¢no rjeSenje je rjeSenje koje sadrzi najvise m varijabli
razlic¢itih od nule, dok su ostale varijable jednake nula [Vuckovi¢, 1983, 81]. Ako su te
varijable koje su razli¢ite od nule ujedno sve i pozitivne to rjeSenje zove se bazi¢no mogucde
rjeSenje. Upravo zato kada se uvode artificijelne varijable u kanonskom problemu Zzeli se
izbjeci rjeSenje s negativnim varijablama unutar prvog postavljenog rjesenje jer takvo rjesenje
nije prihvatljivo kao moguc¢e odnosno takvo rjeSenje s negativnim vrijednostima je nemoguce
bazi¢no rjeSenje. Ukoliko je bazi¢no moguce rjesenje ujedno i najbolje moguce bazicno
rjeSenje u smislu oblika optimalnosti koja se zeli posti¢i nad problemom to rjeSenje naziva se

optimalnim rjeSenjem problema.

Unutar mogucih bazi¢nih rjeSenja javlja se pojam degeneriranog rjeSenja. Ukoliko se
unutar mogucéeg bazi¢nog rjeSenja pojavi barem jedna varijabla s vrijednosti 0 onda se takvo
rjeSenje naziva bazi¢no degenerirano mogucde rjesenje [Babi¢, 2010, 37]. A ukoliko su sve
varijable unutar baze, to¢no njih m, pozitivne takvo rjesenje zove se baziéno nedegenerirano

moguce rjesenje.

5.2. Degeneracija

Sto znadi degenerirano bazi¢no rjesenje i kako se ono prepoznaje opisano je u
prethodnom potpoglavlju. Degeneracija unutar simpleks tabele primjec¢uje se prilikom
provodenja pravila minimalnog omjera 0. Ona se javlja kada se ne moze jednoznac¢no odrediti
koji redak postaje vode¢i redak odnosno koju bazi¢nu varijablu treba izbaciti iz baze. To se
dogodi kada je za dvije odnosno maksimalno m bazi¢nih varijabli jednaka vrijednost

minimalnog omjera O tj. kvocijenta preko kojeg se odreduje vodeci red. Znaci da minimum
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omjera nije jedinstven. Sljede¢i primjer koji ¢e biti zadan tekstualno odnosno u okvirima

ekonomskog pristupa pokazat ¢e pojavu upravo ovog opisanog problema:

Primjer 3°:

Poduzece Zeli proizvesti proizvode P;, Py, P3 i P4 uz maksimalizaciju dobiti. IstraZivanja
proizvodnog procesa pokazala su da se ograni¢enja u tom procesu nalaze na strani jednog
mjesta ru¢ne dorade, jedne vrste materijala i jedne grupe strojeva. Grupa radnih mjesta

raspolaze s minimalno 1000 radnih sati dok je raspoloziva koli¢ina materijala 2000

tezinskih jedinica. Kapacitet grupe strojeva je 2500 sati rada i zadan je gornjom

granicom. Potrebna koli¢ina materijala po jedinici proizvoda iznosi 4, 2, 1 i 4 tezinske
jedinice. Vrijeme ru¢ne dorade po jedinici proizvoda na grupi radnih mjesta iznosi 3, 2, 21 3
vremenske jedinice rada. Potrebna vremena izrade pojedinih proizvoda na grupi strojeva
iznosi 5, 3, 2 i 3 vremenske jedinice. Pored ovih proizvodnih ograni¢enja zadano je i
ogranicenje koje opisuje specijalnu zavrSnu strojnu obradu proizvoda. RaspoloZiva

koli¢ina ovog resursa je 1000 sati rada i mora biti u potpunosti iskoriStena. Potrebna

vremena specijalne zavr$ne obrade pojedinih proizvoda su: 1, 2, 2 i 0 vremenskih jedinica. U

programskom razdoblju planirani_prihod po jedinici proizvoda iznosi: 20, 10, 35 i 45

novcanih jedinica.

Klju¢ne pojmove odnosno vrijednosti oznacilo se u tekstu. Proizvodi Py, Py, P3 i Py
predstavljaju proizvode koji se proizvode na tri radna mjesta: mjesto ru¢ne dorade, jedna
grupa strojeva i specijalna zavrs$na strojna obrada. Ta radna mjesto uz raspolozivu koli¢inu
materijala ¢ine ograni¢enja ovog problema. Prevede li se ovaj tekst u simbolicki algebarski

prikaz na nacin on poprima sljedeci oblik:

Planirani prihod Z =20xq +10x, + 35x3 + 45x4 » max
Mjesto ruc¢ne dorade 3x; + 2x, + 2x3 + 3x, = 1000
Materijal 4xy + 2%, + 1x3 + 4x4 < 2000
Grupa strojeva 5x; + 3x, + 2x3 + 3x, < 2500
Specijalna obrada 1x; + 2x, + 2x3 + 0x, = 1000

X1,X2,X3,%X4 =0

Pripadni kanonski problem je:

% Zadatak preuzet iz materijala dostupnih na e-kolegiju 'Operacijska istrazivanja 1' — rijeSen samostalno
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Z = 20xq + 10x, + 35x3 + 45x, + 0(—uq + uy + u3z) — M(wy + wy) - max

3xq + 2X, + 2x3 + 3x, — U4 +wy = 1000
4xq + 2%, + 1x3 +4x, +Uu, = 2000
5x; + 3x, + 2x3 + 3x, + uj = 2500
1xq + 2%, + 2x3 + 0x4 +w, = 1000

X1, X, X3,X4, Ug, U, U3, W1, W3 = 0
Pocetna tablica ovog problema sada izgleda ovako:

Tablica 14. Pocetna tablica za primjer degeneracije.

cj = 20 10 35 45 0 0 0 -M | -M
c Bazi&no rjesenje Strukturne varijable Dopunske varijable Artificijelne varijable
{ Var | Kol X1 X2 X3 Xy u; u, us wW; | Wy K R
-M| w; | 1000 3 2 2 3 -1 0 0 1 0 1010
0 u, 2000 4 2 1 4 0 1 0 0 0 2012
0 us 2500 5 3 2 3 0 0 1 0 0 2514
-M W, 1000 1 2 2 0 0 0 0 0 1 1006
Zj—¢ 0 -20 -10 -35 -45 0 0 0 0 0 -110
d; -2000 -4 -4 -4 -3 1 0 0 -1 -1 -2016

Prilikom odabira vodeceg stupca javljaj se problem kojeg odabrati s obzirom da tri nebazi¢ne
varijable u zadnjem redu poprimaju tri iste maksimalne vrijednosti. Kako se tocno taj problem
naziva i zasto reci ¢e se nesto kasnije. Za sada je dovoljno primijeniti jedno od pravila koje je
ujedno i najbrze, a to je da se ukoliko se pojavi ovakav problem za izbor vodeéeg stupca
prelazi na red Z; — ¢;. U njemu se sada gleda koja od nebazi¢nih varijabli (koje su imale u d;
istu maksimalnu vrijednost) poprima maksimalnu apsolutnu vrijednost — posto se radi o

problemu za maksimum. Varijabla koja ima najvecu tu vrijednost je varijabla xs.

Za odabir vodeceg reda izracunati su redom sljede¢i omjeri:
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Tablica 15. a) Odabir vodeceg reda za prvu iteraciju za primjer degeneracije.

¢ — 20 10 35 45 0 0 0 -M -M
c, Baziéno rjesenje Strukturne varijable Dopunske varijable Artificijelne varijable
d Var | Kol X1 X2 X3 Xa u; u; us W, W3 K R
M| w 1000 3 2 2 3 -1 0 0 1 0 1010 -
0 u, 2000 4 2 1 4 0 1 0 0 0 2012 2000
0 Us 2500 5 3 2 3 0 0 1 0 0 2514 1250
-M W, 1000 1 2 2 0 0 0 0 0 1 1006 -
Zj—¢ 0 -20 -10 -35 -45 0 0 0 0 0 -110
d; -2000 -4 -4 -4 -3 1 0 0 -1 -1 -2016

Iz prikazane tablice jasno je vidljivo kako dvije bazi¢ne varijable - wy i w, —
poprimaju jednake vrijednosti trazenog omjera. Ovo je slucaj koji ¢e sigurno poluciti
degenerirano bazi¢no rjesenje. Jer posto je ovim bazi¢nim varijablama omjer - koji odreduje
za koliko ¢e se smanjiti bazi¢na varijabla ulaskom nebazi¢ne, odnosno vrijednost za koju se
moze maksimalno povecati nebazi¢na varijabla - jednak, jasno je da kada iz baze izade jedna
od njih druga ¢e u sljedecoj iteraciji poprimiti vrijednost nula. Odnosno bazi¢no
nedegenerirano rjeSenje postaje degenerirano. Varijable koje su se nasle u tom problemu
odnosno koje su u bazi¢nom rjeSenju poprimile vrijednost nula takoder ¢e kasnije kroz
iteracije izaéi iz bazi¢nog rjeSenja, ali te promjene nece zbog te nule utjecati na vrijednost
funkcije cilja odnosno funkcija cilja ostat ¢e nepromijenjena. Cijeli taj nepromijenjeni proces
zbog nula vrijednosti zove se degeneracija. Razlog tome moze se objasniti tako, pogledaju li
se nejednadZbe ograni¢enja kao odredeni vektori, da se u trenutnom bazi¢nom rjeSenju
dogodio slu¢aj u kojem postoji moguéa tocka optimalnog rjesenja u kojoj se nalazi vise nego
dva sjeciSta ograni¢enja [Kalpi¢, Molnar, 1996, 31]. Pomicanje iz jednog sjeciSta u drugo koje

se nalazi u istoj to¢ki, ne utjece na promjenu vrijednosti funkcije.

Razliciti autori razli¢ito pristupaju ovom problemu, a svi se vode time da se u §to
manje koraka odnosno iteracija dode do optimalnog rjesenja. Bitno je za naglasiti kako u
slucajevima kada se javlja degeneracija, i to najcesce kada je viSe od jednog bazi¢nog rjeSenja
jednako nuli, javlja se jo$ jedan problem, problem kruZenja. Njega se takoder pokuSava $to
vise izbje¢i uporabom razli¢itih pristupa rjeSavanja problema degeneracije. On ¢e biti vise
objasnjen kasnije. Jedan od nacina kojim se prilazi degeneraciji je da se od vise varijabli koje

su vezane istim minimalnim omjerom proizvoljno odabere varijabla koja izlazi iz baze. Drugi
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od nacina je da iz baze izlazi ona varijabla ¢ija je vrijednost indeksa manja odnosno ona koja
se u ograni¢enjima u kanonskom problemu javila prva.

Nacin na koji ¢e se ovdje pristupiti problemu glasi da ukoliko se pojave dvije (ili vise)
bazi¢nih varijable s ovim jednakim omjerima da ¢e se u omjer staviti prvi sljedeci stupac koji
nije ujedno i vodeci. Vrijednosti tog stupca opet se dijele vrijednostima vodeceg stupca, ali
samo za vezane varijable odnosno one koje su imali jednak minimalni uvjet za izlazak iz
baze. To pomicanje po stupcima odvija se toliko dugo dok se ne dobiju razli¢ite vrijednosti. U
odabranom primjeru ve¢ odabirom prvog stupca dobile su se razli¢ite vrijednosti 1 za vodeci

red odabire se ¢etvrti red.

Tablica 16. b) Odabir vodeceg reda za prvu iteraciju za primjer degeneracije.

¢ — 20 10 35 45 0 0 0 -M -M
c, Bazi¢no rjeSenje Strukturne varijable Dopunske varijable Artificijelne varijable
$ Var | Kol X1 X2 X3 Xa u; u, us W1 W K R
-M| w; | 1000 3 2 2 3 -1 0 0 1 0 1010 -
0 u, 2000 4 2 1 4 0 1 0 0 0 2012 2000
0 usz 2500 5 3 2 3 0 0 1 0 0 2514 1250
M| w, 1000 1 2 2 0 0 0 0 0 1 1006 -
Zi-¢ | 0 20 | -10 | -35 | -45 0 0 0 0 0 -110
d; -2000 -4 -4 -4 -3 1 0 0 -1 -1 -2016

Sljedeca iteracija pokazuje upravo spomenutu pojavu degeneracije gdje oba reda u kojoj su
bile vezane bazi¢ne varijable poprimaju vrijednost 0. Pojava nule u bazicnom rjeSenju
oznacava degenerirano bazi¢no rjeSenje. Kako dobiveni program i dalje nije optimalan, jer je
prisutna artificijelna varijabla u bazi odnosno d; red i dalje nema sve nule, ide se dalje u

sljedecu iteraciju, odnosno koraci prve faze 'dvofazne' metode i dalje se provode:
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Tablica 17. Prva iteracija za primjer degeneracije.

¢ — 20 10 35 45 0 0 0 -M -M
c, Bazi¢no rje3enje Strukturne varijable Dopunske varijable Artificijelne varijable
4 Var | Kol X1 X2 X3 Xa u; u; us W, W3 K R
-M W, 0 2 0 0 3 -1 0 0 1 -1 4 0
0 u, 1500 | 7/2 1 0 4 0 1 0 0 -1/2 1509 375
0 uz 1500 4 1 0 3 0 0 1 0 -1 1508 500
35 X3 500 1/2 1 1 0 0 0 0 0 1/2 503 /
Zj—c; | 17500 | -5/2 25 0 -45 0 0 0 0 35/2 | 17495
d; 0 -2 0 0 -3 1 0 0 -1 1 -4

Unutar sljedece, druge iteracije, dobilo se upravo onakvo bazi¢no rjeSenje kakvo je
prethodno objasnjeno. Kako je vrijednost - koja pokazuje za koliko se varijabla koja ulazi u
bazu moze najvise promijeniti - jednaka nuli, vrijednost te nebazi¢ne varijable koja ulazi u
bazu bit ¢e naravno nula, a nova vrijednost funkcije cilja ostat ¢e ne promijenjena. | stoga ova
iteracija nije nuzno povecala funkciju cilja, ali je omogucila drugaciju kombinaciju varijabli u
bazi odnosno pomocu ove iteracije izbacena je nezeljena artificijelna varijabla iz baze i time

se doslo do kraja prve faze 'dvofazne’ metode.

Tablica 18. Druga iteracija za primjer degeneracije.

cf Var | Kol X1 X2 X3 Xa Uy u; Us | wi | Wy K R
45 Xa 0 2/3 0 0 1 -1/3 0 0 1/3 -1/3 4/3
0 u, 1500 5/6 1 0 0 4/3 1 0 -4/3 5/6 | 4511/3
0 usz 1500 2 1 0 0 1 0 1 -1 0 1504
35 X3 500 1/2 1 1 0 0 0 0 0 1/2 503
Zj—c; | 17500 | 55/2 25 0 0 -15 0 0 15 5/2

Drugom iteracijom 1 dalje se nije postigao Zeljeni optimum programa Sto znaci da se ulazi u
drugu fazu metode i odabirom maksimalne negativne vrijednosti u zadnjem redu odabire se

vodeci stupac te zatim i vodeci red.
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Tablica 19. Odabir vodeceg reda i stupca za treu iteraciju za primjer degeneracije.

cj - 20 10 35 45 0 0 0 -M -M
c, Bazi¢no rje3enje Strukturne varijable Dopunske varijable Artificijelne varijable
$ Var | Kol X1 X2 X3 Xa Uz u, us W1 W K R
45 Xa 0 2/3 0 0 1 -1/3 0 0 1/3 -1/3 4/3 /
0 u, 1500 5/6 1 0 0 4/3 1 0 -4/3 5/6 | 4511/3 | 1125
0 Us 1500 2 1 0 0 1 0 1 -1 0 1504 1500
35 X3 500 1/2 1 1 0 0 0 0 0 1/2 503 /
Z;—¢; | 17500 | 55/2 | 25 0 0 -15 0 0 15 5/2

Nakon provedenih transformacija dobiva se sljede¢a ujedno i posljednja iteracija programa:

Tablica 20. Treca iteracija za primjer degeneracije.

c, Bazi¢no rjeSenje Strukturne varijable Dopunske varijable Artificijelne varijable
¢ Var | Kol X1 X2 X3 Xy u; u, us wW; | Wy K R
45 Xa 375 7/8 1/4 0 1 0 1/4 0 0 -1/8 1509/4
0 u; 1125 | 5/8 3/4 0 0 1 3/4 0 -1 5/8 5411/4
0 us 375 11/8 1/4 0 0 0 -3/4 1 0 -5/8 1505/4
35 X3 500 1/2 1 1 0 0 0 0 0 1/2 503
Zj—c¢j | 34375 | 295/8 | 145/4 0 0 0 45/4 0 0 95/8 | 137885/4

Iz navedenog optimalnog programa moze se vidjeti kako se dobilo bazi¢no
nedegenerirano rjeSenje. Stoga se moze zakljuciti da pojava degeneracije unutar simpleks
algoritma ne mora nuzno znaciti da se na kraju nece do¢i do nedegeneriranog rjeSenja
odnosno 1 do optimalnog rjesenja. Znaci samo da ¢e mozda prilikom provodena algoritma biti
potrebna koja iteracija viSe kako bi se doslo do konacne optimalne kombinacije bazi¢nih
varijabli. Objasnjena degeneracija joS se moze nazivati i primarna degeneracija, a

degeneracija koja ¢e se sljedece opisati naziva se dualna degeneracija.

5.2.1. Dualna degeneracija
Dualna degeneracija javlja se u simpleks tablici kada se unutar Kkriterija optimalnosti
jave dvije jednake vrijednosti. Tocnije, kada Se unutar izbora za vodec¢i stupac tj. strukturne

nebazicne varijable koja treba uéi u bazu pojavi vise 'kandidata'. Naziva se dualna
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degeneracija iz razloga Sto se ispod strukturnih varijabli u konac¢nom rjeSenju problema u
zadnjem redu ¢itaju vrijednosti dopunskih varijabli dualnog problema.

U prijaSnjem primjeru pojavio se takav slucaj (1 pristupilo mu se tako da se na najbrzi
moguci naéin odabrala varijabla koja treba uci u bazu. Odlucilo se na temelju reda relativnih
troSkova. Jo$ jedan od nacCina pristupanja ovom problemu je da se obi¢ni kriterij izbora
nebazi¢ne varijable zamjerni s egzaktnim. Odnosno da se od mogucih varijabli koje bi trebale
uéi u bazu vidi koja ée dati pogodniji relativni trogak za sljedecu iteraciju. Sljedeéi primjer™®
koji ¢e biti zadan odmah prvom pocetnom simpleks tablicom prikazat ¢e na koji se nacin
koristi taj egzaktni sporiji, ali to¢niji kriterij izbora nebazi¢nih varijabli. Treba jo§ jednom
naglasiti samo kako ni jedan izbor varijable u ovom problemu nije pogresan, samo ¢e Se taj
izbor odraziti na ukupan broj iteracija. Ukoliko se izabere jedna varijabla koja mozda nije
trebala uci, ve¢ u nekim od sljedecih iteracija ona varijabla koja je trebala u¢i odabrat ¢e se za

vode¢i stupac.

Tablica 21. Pocetna tablica za primjer dualne degeneracije.

¢ — 20 | 30 | 45 | 40 (0] 0 0 0 M M M M
c Bazi¢no rjesenje Strukturne varijable Dopunske varijable Artificijelne varijable
! Var Kol X1 X2 X3 Xa Ug Uz Uz Ug W, W, W3 Wy K R
M W, 500 2 3 3 1 -1 0 0 0 1 0 0 0 509 500/3
M W, 1500 1 4 5 0 0 -1 0 0 0 1 0 0 1510 300
M W3 1500 3 3 1 1 0 0 -1 0 0 0 1 0 1508 1500
M W, 2000 0 0 4 4 0 0 0 -1 0 0 0 1 2008 500

Zj-q 0 -20 -30 -45 -40 0 0 0 0 0 0 0 0 -135

d]- 5500 6 10 13 6 -1 -1 -1 -1 1 1 1 1 5535

Sljedece iteracije bit ¢e prikazane jedna za drugom dok se ne pojavi ona U kojoj se javlja

dualni oblik degeneracije.

10 Zadatak preuzet iz materijala dostupnih na e-kolegiju 'Operacijska istraZivanja 1' — rijeSen samostalno

40




Tablica 22. Prva za primjer dualne degeneracije.

¢ — 20 30 45 40 0 0 0 0 M M M M
c, Baziéno rjesenje Strukturne varijable Dopunske varijable Artificijelne varijable
! Var | Kol X1 X2 X3 Xa u; u, us Us | W1 | W | W3 | Wy K R
45 | x; | 500/3 | 2/3 1 1 /3 | -1/3| o 0 0 1/3 0 0 0 509/3 /
M | w, | 20003 | -7/3 1 0 | 53] 53] 1 0 0 | -5/3 1 0 0 1985/3 400
M | w; | 40003 | 7/3 2 0 2/3 | 13 0 -1 0 | -13| o 1 0 | 4015/3 | 4000
M | w, | 40003 | -8/3 | -4 0 8/3 | 4/3 0 0 -1 | 43| 0 0 1 3988/3 | 1000
z-¢ | 7500 | 10 15 0 25 | -15 0 0 0 15 0 0 0 7500
d; | w003 | -8/3 | -3 0 5/3 | 10/3 | -1 -1 -1 | -103] 1 1 1 | 9988/3
Tablica 23. Druga iteracija za primjer dualne degeneracije.
¢ — 20 30 45 40 0 0 0 0 M M M M
c, Bazi¢no rjeSenje Strukturne varijable Dopunske varijable Artificijelne varijable
! Var | Kol X1 X2 X3 Xs u; u, | us Us | W1 | W2 | W3 | Wy K R
45 | x; | 300 | 1/5 | 4/5 1 0 0 | -15]| O 0 0 1/5 0 0 302 /
0 u, | 400 | -7/5 | -3/5| o0 -1 1 |35 o0 0 -1 | 3/5 0 0 397 /
M | w; | 1200 | 14/5 | 11/5 | © 1 0 1/5 | -1 0 o | -1/5 1 0 1206 1200
w, | 800 | -4/5 | -16/5| 0 4 0 4/5 0 -1 0 |45 o 1 800 200
z-¢ | 13500 | -11 6 0 -40 0 9 0 0 0 9 0 0 13455
d; | 2000 2 1 0 5 0 1 -1 -1 0 1 1 1 2006
Tablica 24. Treca iteracija za primjer dualne degeneracije.
¢ — 20 30 45 40 0 0 0 0 M M M M
c, Bazi¢no rjesenje Strukturne varijable Dopunske varijable Artificijelne varijable
{ Var | Kol X1 X2 X3 X4 u; u, | us U | W1 | Wy | W3 | Wy K R
45 | x; | 300 | 1/5 | 4/5 1 0 0 | -15]| o0 0 0 1/5 0 0 302 300
0 u, | 600 | -8/5 | -7/5| 0 0 1 | -2/5| 0o |-1/4] 1 | 2/5 0 1/4 597 600
M | w; | 1000 3 3 0 0 0 0 -1 1/4 0 0 1 | -1/4 | 1006 1000
40 | x, | 200 | -1/5 | -4/5 | O 1 0 1/5 0 |-1/4| 0o |-15]| 0 1/4 200 200
z-¢ | 21500 | -19 | -26 0 0 0 -1 0 -10 0 1 0 10 | 21455 | 21500
d; | 1000 m 0 0 0 0 -1 1/4 0 0 1 | -1/4 | 1006 1000
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U trecoj iteraciji dogodila se navedena degeneracija. Po obi¢nom kriteriju gledajuci
relativne troSkove odabrali bi onaj maksimalni medu pozitivnim. U ovom slucaju zapravo
prema tom redu zapravo imamo tkz. optimalno rjeSenje jer nema pozitivnih u Z; — ¢;, ali
naravno da je rjesenje daleko od moguceg kamoli optimalnog jer u bazi jos uvijek postoji
artificijelna varijabla. Ovaj sluaj rijeSit ¢e se uporabom egzaktnog kriterija. lako se on
primjenjuje kada joS ima pozitivnih vrijednosti, svejedno ¢e posluziti za ovaj slucaj. Takoder
uporaba egzaktnog kriterija ne mora se uvijek izvrsavati kada se pojavljuje problem dualne
degeneracije.

Egzaktni kriterij pomocu kriterija za izbor vodeéeg reda — pravilo minimalnog omjera
— gleda koja je varijabla vise pogodnija za ulazak u bazu. Egzaktni kriterij dat ¢e vrijednost
koja predstavlja za koliko se egzaktno moze povecati funkcija cilja. Taj kriterij mnozi
minimalni omjer varijable s njezinim relativnim troskom i odabire onu koja ima maksimalnu
tu vrijednost:

max® - (Z; — c;),

a.
® = min {—w}

Ajs

Znaci da za odabrani primjer vrijednosti koje su se dobile razmatranjem ovog kriterija su:
Tablica 25. Egzaktni kriterij
1000 } _ 1000 1000 } _ 1000
3 ') 3 3 ') 3

0= min{lSOO, ® = min {375,

o (Z )_ {(1000 19) (1000 26)}— { 19000 26000}_ 19000
max i — ¢j) = max 3 \ 3 = max 3 3 = 3

Maksimalna vrijednost po ovom kriteriju je ona za varijablu x i prema tome ona ulazi u bazu, a

varijabla koja je izaSla je naravno artificijelna.
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Tablica 26. Cetvrta iteracija za primjer dualne degeneracije.

¢ — 20 | 30 | 45 | 40 0 0 0] 0 M M M M
c, Bazi¢no rjeSenje Strukturne varijable Dopunske varijable Artificijelne varijable
Y var | kol X1 | X2 | X3 | Xg | Ug | Uy [ U3 | Ug | W1 | Wp | W3 | Wy K R
45 | x3 700/3 0 3/5 1 0 0 -1/5 | 1/15 | -1/60 0 1/5 | -1/15 | 1/60 | 3524/15 700/3
0 u, | 3400/3 0 1/5 0 0 1 -2/5 | -8/15 | -7/60 -1 2/5 | 8/15 | 7/60 | 17003/15 | 3400/3
20 | x, | 1000/3 1 1 0 0 0 0 -1/3 | 1/12 0 0 1/3 | -1/12 | 1006/3 | 1000/3
40 | x5 | 800/3 0 -3/5 0 1 0 1/5 | -1/15 | -7/30 0 -1/5 | 1/15 | 7/30 | 4006/15 | 800/3
z-¢ | 83500/3 0 -7 0 0 0 -1 -19/3 | -10112 0 1 19/3 | 101/12 | 83479/3 | 83500/3
d; 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Iz navedene tablice vidi se kako je ve¢ prilikom prve faze 'dvofazne' metode rijesen problem
odnosno dobiveno rjeSenje je ujedno i optimalno. Pogleda li se vrijednosti funkcije cilja uvidjet ¢e se
da se njena vrijednost zapravo povecala u optimalnom rjeSenju, ali to se moze pripisati negativnim
koeficijentima u redu relativnih troskova. Izbor bilo koje od dvije varijabli pogorsao bi stanje funkcije
cilja u smislu da bi njenu vrijednost povecao, a to se ne zeli dobiti u ovom problemu jer se njena
vrijednost Zeli smanjiti $to je vise moguce. I stoga je ovdje izbor 'pao’ na onu varijablu koja ¢e manje
pogorsati novo moguce rjesenje. Koje je se na kraju pokazalo i optimalnim. Da se u prija$njoj iteraciji
ipak proizvoljno odabrala varijabla x, ne bi se dobilo pogresno rjesenje, ali morala bi se provesti jedna

iteracija viSe s kojom bi se doslo do gore prikazanog optimalnog rjeSenja.

5.3. Pojava ciklusa

Ukoliko se degeneracija ne moze izbje¢i unutar kona¢nog niza iteracija odnosno
novim iteracijama ne dogada se stvarno poboljSanje funkcije cilja, javlja se spomenuti
problem kruzenja ili ciklusa. Znaci da svako novo rjeSenje koje nije ujedno i optimalno ne
donosi povecanje/smanjenje vrijednosti funkcije cilja, pa iteracije ulaze u beskrajnu petlju.
Neprestano ulaze i izlaze iste varijable. U realnim sustavima ovaj slu¢aj se vrlo rijetko dogada
iako se pak nerijetko dogada da puno prakti¢nih problema ima degenerirana rjeSenja
[Ravindran, Phillips, Solberg, 2007, 45]. Drugim rije¢ima moguce je da simpleks metoda
unutar vise iteracija ne donosi poboljsanje funkcije cilja, ali na kraju ona ¢e izaci iz petlje i

doseci optimalno rjesenje.

Sljedeci primj er'? prikazat ¢e kako ovaj problem izgleda kada se moze izaci iz petlje:
y

1 1zvor: Dantzig, 1963, 230.
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Tablica 27. Pocetna tablica za primjer kruzenja.

cj - 3/4 | -150 | 1/50 | -6 0 0 (]
c, Baziéno rjesenje Strukturne varijable Dopunske varijable
4
Var Kol X1 X2 X3 X4 u; uy us K
0 u; 0 1/4 | -60 | -1/25 9 1 0 0 -4979/100
0 u, 0 1/2 90 | -1/50 3 0 1 0 -2138/25
0 usz 1 0 0 1 0 0 0 1 3
Zi—¢ 0 -3/4 | 150 | -1/50 6 0 0 0 15523/100
Tablica 28. Prva iteracija za primjer kruzenja.
cj - 3/4 | -150 | 1/50 | -6 0 0 (]
c, Bazi&no rjesenje Strukturne varijable Dopunske varijable
4
Var Kol X1 X2 X3 Xa U Uz us K
3/4 X1 0 1 -240 | -4/25 | 36 4 0 0 -4979/25
0 u, 0 0 30 | 3/50 | -15 -2 1 0 703/50
0 usz 1 0 0 1 0 0 0 1 3
Zj—¢j 0 0 -30 | -7/50 33 3 0 0 293/50
Tablica 29. Druga iteracija za primjer kruzenja.
¢ — 3/4 | -150 | 1/50 | -6 0 0 0
c, Bazi¢no rjesenje Strukturne varijable Dopunske varijable
v Var Kol X1 X2 X3 X4 u; u, us K
3/4 X1 0 1 0 8/25 | -84 -12 8 0 -2167/25
-150 Xz (] 0 1 1/s00 | -1/2 | -1/15 | 1/30 0 703/1500
0 usz 1 0 0 1 0 0 0 1 3
Zj—¢ 0 0 0 -2/25 | 18 1 1 0 498/25
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Tablica 30. Treca iteracija za primjer kruZenja.

Cj - 3/4 -150 | 1/50 -6 0 0 0
c Baziéno rjesenje Strukturne varijable Dopunske varijable
S
4
Var Kol X1 X2 X3 X4 u; u, us K R
1/50 X3 0 25/8 0 1 -525/2 || -75/2 25 0 -2167/8 /
-150 Xz 0 -1/160 1 0 1/40 || 1/120 | -1/60 0 97/96 0
0 us 1 -25/8 0 0 525/2 | 75/2 -25 1 2191/8 2/525
Z;—¢; 0 1/4 0 0 -3 -2 3 0 -7/4

Tablica 31. Cetvrta iteracija za primjer kruZenja.

Cj - 3/4 -150 | 1/50 -6 0 0 0
3 Baziéno rjesenje Strukturne varijable Dopunske varijable
S
4
Var Kol X1 X2 X3 Xa us Uz us K R
1/50 X3 0 -125/2 | 10500 1 0 50 -150 0 20677/2 0
-6 Xa 0 -1/4 40 0 1 1/3 -2/3 0 485/12 0
0 us 1 125/2 | -10500 0 0 -50 150 1 -20671/2 /
Zj—cj 0 -1/2 120 0 0 -1 1 0 239/2

Tablica 32. Peta iteracija za primjer kruzenja.

Cj - 3/4 -150 | 1/50 -6 0 0 0
. Bazi&no rjesenje Strukturne varijable Dopunske varijable
s
!
Var Kol X1 X2 X3 Xa U u; us K R
0 u, 0 -5/4 210 1/50 0 1 -3 0 20677/100 /
-6 Xq 0 1/6 -30 | -1/150 1 0 1/3 0 -2138/75 0
0 Us 1 0 0 1 0 0 0 1 3 /
Zj—¢ 0 -7/4 | 330 | 1/50 0 0 -2 0 32627/100

Ovdje se jasno vidi da ukoliko se u petoj iteraciji za novu iteraciju odabere vodeéi stupac u,
sljedeca Sesta iteracija poprimit ¢e jednak izgled odnosno vrijednosti kao i prva pocetna od

koje se krenulo.
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Tablica 33. Sesta iteracija za primjer kruZenja.

Cj - 3/4 -150 | 1/50 -6 0 0 0
c, Bazitno rje3enje Strukturne varijable Dopunske varijable
4

Var Kol X1 X2 X3 Xa u; u, us K R
0 u; 0 1/4 -60 | -1/25 9 1 0 0 -4979/100 0
0 u, 0 1/2 -90 | -1/50 3 0 1 0 -2138/25 0
0 us 1 0 0 1 0 0 0 1 3 /

Zj—¢ 0 -3/4 150 | -1/50 6 0 0 0 15523/100

5.4. Slucaj nedopusStenih rjeSenja
Slu¢aj nedopustenih rjeSenja moze se javiti ve¢ prilikom postavlja prvog pocetnog
rjeSenja. Nedopusteno rjeSenje je ono rjeSenje unutar kojeg postoji barem jedna bazicna
varijabla koja poprima negativnu vrijednost. Upravo su se zbog toga unutar problema koji ima
ograni¢enja/e zadana donjom granicom uvodile artificijelne varijable kako bi se ve¢ u startu
izbjeglo takvo nemoguce rjesenje. Proporcionalno s time ukoliko se iz bazi¢nog rjeSenja ne
mogu izbaciti sve artificijelne varijable za takav problem ne postoji moguce rjesenje. Graficka
pozadina toga glasila bi da uopce ne postoji jedna tocka rjeSenja tog sustava u kojoj su
zadovoljeni svi uvjeti ogranicenja, a kamoli da je jo§ ta toCka i optimalna. Sljedeci
jednostavan primjer*? bit ée rijeSen prvo simpleks algoritmom (makar se ovakvi problemi ne
rjeSavaju na taj nacin), a onda ¢e njegovo rjeSenje biti i graficki prikazano.
Z =4x4 + 4x, > min
2X1 — 2X, = 4
3x; +3x, 29
—4x, + 2%, < 8
4x; — 8%, < 3
—3x4 +3x, =9
9%, +9x, < 81

X1,X2 =20

Pripadni kanonski problem glasi:

12 7adatak preuzet iz materijala dostupnih na e-kolegiju 'Operacijska istraZivanja 1' — rijeSen samostalno
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Z=4—x1+4-x2+0(—u1+u2+u3+u4)+M(W1+W2+W3)—>min

2x1 — 2x, +w,y =4
3x1 +3x, —uq +w, =9
—4x, + 2x, +u, =8
4x, — 8x, + uj =3
—3x1 + 3x, +w3=9
9x1 + 9x, + uy =81

X1, XoUq, Up, U3, Uy, W1, W3, W3 >0

Tablica 34. Pocetna tablica za primjer nedopustenog rjeSenja.

¢ — 4 4 0 0 0 0 M M M
c Bazi¢no rjesenje Strukturne varijable Dopunske varijable Artificijelne varijable
! Var | Kol X1 X2 u; u, us Ug W; | Wy | w3 K
M | w, 4 2 -2 0 0 0 0 1 0 0 5
M | w, 9 3 3 -1 0 0 0 0 1 0 15
0 u, 8 -4 2 0 1 0 0 0 0 0 7
0 us 3 4 -8 0 0 1 0 0 0 0 0
M | w; 9 -3 3 0 0 0 0 0 0 1 10
0 Uy 81 9 9 0 0 0 1 0 0 0 100
z-¢ | 0 -4 -4 0 0 0 0 0 0 0 -8
d; 22 2 4 -1 0 0 0 1 1 1 30
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Tablica 35. Prva iteracija za primjer nedopustenog rjeSenja.

¢ — 4 4 0 0 0 0 M M M
c Bazi¢no rjedenje Strukturne varijable Dopunske varijable Artificijelne varijable
! Var | Kol X1 X2 u; u; us Ug Wi | W W3 K R
M W, 10 4 0 -2/3 0 0 0 1 2/3 0 15 /
4 X2 3 1 1 -1/3 0 0 0 0 1/3 0 5 /
0 u; 2 -6 0 2/3 1 0 0 0 -2/3 0 -3 3
0 us 27 12 0 -8/3 0 1 0 0 8/3 0 40 /
M W3 0 -6 0 1 0 0 0 0 -1 1 -5 0
0 Uy 54 0 0 3 0 0 1 0 -3 0 55 18
Z—¢ | 12 0 0 -4/3 0 0 0 0 4/3 0 12
d; 10 -2 0 1/3 0 0 0 1 -1/3 1 10

Tablica 36. Druga iteracija za primjer nedopustenog rjeSenja.

¢ — 4 4 0 0 0 0 M M M
c Bazi¢no rjesenje Strukturne varijable Dopunske varijable Artificijelne varijable
! Var | Kol X1 X2 u; us us Ug W, W3 W3 K R
M W, 10 0 0 0 0 0 0 1 0 2/3 35/3
4 X2 3 -1 1 0 0 0 0 0 0 1/3 10/3
0 u, 2 -2 0 0 1 0 0 0 0 -2/3 1/3
0 us 27 -4 0 0 0 1 0 0 0 8/3 80/3
0 u; 0 -6 0 1 0 0 0 0 -1 1 -5
0 U, 54 18 0 0 0 0 1 0 0 -3 70
Zi-¢q | 12 0 0 0 0 0 0 0 4/3 0 12
d; 10 -2 0 0 0 0 0 1 -1/3 1 10

Vrlo je jasno vidljivo kako je ovo nedopusteno bazi¢no rjesenje. Odnosno ovo je rjesenje
kojeg je nemoguce provest do kraja prve faze 'dvofazne' simpleks metode. Posto se dalje ne
moze izabrati vodeci stupac, unutar baze nemoguce je rijesiti se artificijelnih varijabli.
Sukladno tome prikazana druga iteracija ovog primjera ne moze biti moguce bazi¢no rjesenje
niti moze dovesti ovaj problem u prvo moguce rjesenje. Stoga za ovaj problem ne postoji

optimalno odnosno ni mogucée rjesenje.
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Slika 2. Graficki*® prikaz rjesenja za primjer nedopustenog rjesenja.

5.5. Slucaj neogranicenih rjeSenja
Ovakav slucaj unutar simpleks metode odnosno samog linearnog programiranja javlja
se kada se ne moze jednoznac¢no odrediti optimalni program. Moguce rjeSenje moze postojati,
ali ono zasigurno nije optimalno jer postoji jo§ beskrajno mnogo rjesenja koja su bolja. Slucaj
neogranic¢enih rjeSenja unutar simpleks algoritma javit ¢e se kada se medu omjerima preko
kojih se odreduje vodeci red nec¢e moci odabrati minimalni, a da ujedno zadovoljavaju i uvjet
© > 0. Odnosno kada su svi ti omjeri izraZzeni negativnim ili beskona¢nim vrijednostima +co.
I sljedeci primjer14 bit ¢e jednostavan kako bi se preko njegovog grafickog rjeSenja moglo
lakSe pojednostaviti ovo receno.
Z =4x,+ 5x, - max
—x; + 2x, <10
X1 —3x, <3
2x,+3x, =6
x =1

x221

13 Izraden samostalno u: https://www.wolframalpha.com
14 Zadatak preuzet iz materijala dostupnih na e-kolegiju 'Operacijska istraZivanja 1' — rijeSen samostalno
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Pripadni kanonski problem glasi:

Z =4x1+5x; + 0(uq + uy —u3 —uy—us) — M(wy + wy + wi) - max

—x1 + 2x, +uq =10
X1 — 3%, +u, =3

2x1 + 3x, — Uuj +wy =6
X1 — Uy + w, =1
Xy — Us +wz =1

X1, X2, Uq, Up, U3, Uy, Us, W1, W, W3 = 0

Postupak simpleksa nece biti cijeli prikazan ve¢ samo zadnja, etvrta iteracija u kojoj je doslo
do slucaja kada se viSe ne moze odrediti vodeci red. U toj iteraciji moguce je procitati to

neograniceno rjesenje.

Tablica 37. Cetvrta iteracija za primjer neograni¢enog rje$enja

¢ — 4 4 0 0 0 0 M M M
cs Bazitno rjeSenje || Strukturne varijable Dopunske varijable Artificijelne varijable
Llvar [ kol | % | % | us | up | us | us | us | wi | wy | ws | K R
0 us | 25/2 0 0 3/2 0 1 -7/2 0 -1 7/2 0 -25/7
0 u, |37/2 0 0 3/2 1 0 -1/2 0 0 1/2 0 -37
0 Ug 9/2 0 0 1/2 0 0 -1/2 1 0 1/2 -1 -9
4 X1 1 1 0 0 0 0 -1 0 0 1 0 -1
5 Xz 11/2 0 1 1/2 0 0 -1/2 0 0 1/2 0 -11
Zi—¢ | 63/2 0 0 5/2 0 0 -13/3 0 0 13/3 0

Kako se vidi u ovoj iteraciji sve vrijednosti omjera @ su negativne odnosno one
oznacavaju da odabrana ulazna nebazi¢na varijabla moZe proizvoljno rasti. U realnim
problemima ovakvo stanje tablice odnosno rjeSenja najceS¢e Ce ukazivati na pogresno

formuliran model [Kalpi¢, Molnar, 1996, 26].

Preko grafickog™® prikaza ovaj problem izgleda ovako:

1% Izraden samostalno u: https://www.wolframalpha.com
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Slika 3. Graficki prikaz za primjer neograni¢enog rjesenja.
Na slici se jasno vidi kako ne postoji gornje ograniCenje ve¢ je podruéje rjeSenja ovog

problema ide beskonacno.

5.6. Slucaj viSestrukog optimalnog rjesenja

Ukoliko se simpleks algoritmom dode do optimalnog rjeSenja — funkcija cilja se vise
ne moze poboljsati, a u bazi vise nema artificijelnih varijabli odnosno negativnih vrijednosti —
to sve ne mora znaciti da je dobiveni optimalni program ujedno i jedini optimalan. MoZe se
pojaviti sluc¢aj takozvanog multipliciranog optimalnog rjeSenja odnosno sluc¢aj u kojem postoji
viSe optimalnih programa koji daju jednaku vrijednost zadane funkcije cilja. Ovaj sluc¢aj moze
se prepoznati po tome §to ¢e nebazi¢ne varijable, odnosno varijable koje nisu usle u rjeSenje
ni jednog od programa, poprimiti - unutar (prvog) optimalnog rjesenja - vrijednosti relativnog
troska jednake nuli. Posto su im te vrijednosti jednake nuli znac¢i da promjena funkcije cilja
unosom takvih varijabli u bazu nece biti postignuta, ve¢ ¢e znaciti da se novim programom
dobilo alternativno rjeSenje optimalnog problema. Preko sljedeceg primjera’® pojasnit ée se

ovaj slucaj.

Z =31+ 2x; > max
—x1+2x, <4
3x, +2x, < 14

X1 —X%X <3

X1,x2 =20

'%1zvor: Ravindran, Phillips, Solberg, 2007, 39.
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Pripadni kanonski problem ovog primjera glasi:

Z=31+2x,+0(uy+uy;+uz) > max

—Xq + 2x2 + uq =4
3x1 + 2x2 + uz == 14
x1 - Xz + u3 = 3

X1,X2,Uq, U, U3 >0

Tablica 38. Pocetna tablica za primjer viSestrukog optimalnog rjeSenja.

¢ - 3 2 0 0 0
¢, | Bainortiesenie | struume variable Dopunske varijable
4 Var Kol X1 Xa u; u, us K R
0 u; 4 -1 2 1 0 0 6 /
0 u, 14 3 2 0 1 0 20 14/3
0 us 3 1 -1 0 0 1 4 3
Z—¢ 0 -3 -2 0 0 0 -5
Tablica 39. Prva iteracija za primjer viSestrukog optimalnog rjesenja.
¢ > 3 2 0 0 0
¢, | BeEnoriesenie | suuktume variabie Dopunske varijable
d Var Kol X1 Xg u; up us K R
0 u; 7 0 1 1 0 1 10 7
0 | u | 5 0 5 0 1 3 8 1
3 X1 3 1 -1 0 0 1 4 /
Z; = ¢ 9 0 -5 0 0 3 7

Sljedeca ujedno i posljednja iteracija koja mijenja vrijednost funkciji cilja je:




Tablica 40. Druga iteracija za primjer viSestrukog optimalnog rjeSenja.

¢ = 3 2 0 0 0
5 Baziéno rjeSenje | Strukturne varijable Dopunske varijable
d Var Kol X1 Xg u; u, us K R
0 u; 6 0 0 1 -1/5 8/5 42/5
2 Xz 1 0 1 0 1/5 -3/5 8/5
3 X1 4 1 0 0 1/5 2/5 28/5
Zj—¢ 14 0 0 0 -1 ”

Pogleda li se bolje upravo u ovoj iteraciji optimalnog programa prisutna je nebazi¢na
varijabla koja u zadnjem redu poprima vrijednost nula. Unosom te varijable u bazu dobit ¢e se

prvo alternativno rjeSenje optimalnog programa ujedno i jedino. Varijabla koja izlazi van je
varijabla u;.

Tablica 41. Prvo alternativno rjeSenje optimalnog programa.

¢ = 3 2 0 0 0
5 Baziéno rjesenje | Strukturne varijable Dopunske varijable
4 Var Kol X1 X4 u; u, us K R
0 us 15/4 0 0 5/8 -1/8 0 15/4
2 Xz 13/4 0 1 3/8 1/8 0 13/4
3 X1 5/2 1 0 -1/4 1/4 1 5/2
z-¢ | 14 0 0 0 1 0 14
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6. Zakljucak

Ovaj rad pokusao je $to jednostavnije pribliziti i objasniti nacin provodenja simpleks
algoritma. Kako u razli¢itim poduzeéima odnosno organizacijama ne teée Sve uvijek u
najboljem mogucem tijeku i S najboljim moguéim ishodima, tako niti kod simpleks algoritma
koji radi na temelju modela nekog problema neke organizacije nije sve uvijek 'bajno.
Problemi koji se mogu javiti mogu biti dio krivo protumacenih podataka i loSe postavljenog
modela, no oni mogu biti i rezultat krivog provodenja nekih od metoda. Simpleks metoda nije
uvijek najbolji slucaj za linearno programiranje no ovaj rad se nije time bavio. Problemi koji
se mogu javiti unutar simpleks algoritma nisu nuzno uvijek problemi, u punom smislu te
rijeci. Kako se prikazalo kod zadnjeg posebnog slucaja, slucaja viSestrukog optimalnog
problema, nije svako odstupanje od 'standarda' ujedno i problem. ViSestruko optimalno
rjeSenje samo pokazuje razliCit razmjeStaj varijabli unutar bazi¢nog rjeSenja koji na kraju
donosi istu vrijednost funkcije cilja. Uz ovaj slucaj i ostali prikazani slucajevi javljaju se
zapravo vrlo ¢esto unutar primjene simpleks algoritma i zato im je bitno pristupiti sa znanjem
i logikom. Dobar dio tih slucajeva moze se na neki od prikazanih nacina i ukloniti odnosno
protumaciti na nacin da se u nekom od koraka provodenja linearnog programiranja nad
problem mozZda i pogrijesilo. Simpleks algoritam zato omogucuje da se ti posebni slucajevi

vrlo jasno 1 uoce.
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