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Sazetak

Rad predstavlja vaznije aksiome funkcija drustvenog izbora s poznatim
prednostima, zamjerkama i nedostacima. Kroz same opise najpoznatijih funkcija
drustvenog izbora poput Bordine i Condorcetove daje se i kratki povijesni opis te se navode
vazniji znanstvenici koji su doprinijeli njihovom razvoju. Opisuju se sve znacajnije
karakteristike tih metoda te njihovi nedostaci. Metode su potkrijepliene primjerima radi

lakSeg razumijevanja.

Takoder se daje opis Arrowljevog teorema kao jednog od najznacajnijih teorema tog
podrucja. U samoj izradi rada koridtena su brojna teorijska i prakti¢na istrazivanja podrucja.

Cilj je pruziti organizirani prikaz svih relevantnih &injenica na organiziran i pristupacan nacin.

Kljuéne rijeéi: Bordina metoda, Condorcetova metoda, funkcije drudtvenog izbora, biradi,

preferencijalno glasanje, Arrowljev teorem
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1. Uvod

Tema rada jesu funkcije drusStvenog izbora sa preferencijalnim glasanjem. Takve
funkcije koriste se u velikoj vecini drzava svijeta u brojnim izborima: od politi¢kih, drustvenih,

Skolskih, pa ¢ak i do natjecanja poput ,Got talent show* ili Eurovizije.

Rad opisuje neke od povijesno najznacajnijih poput Bordine i Condorcetove te su
opisane njihove dobre i loSe strane. U interesu lak§eg shvac¢anja navedeno je mnogo primjera
koji priblizavaju razne scenarije koji se mogu dogoditi u tim metodama. Ti primjeri su ponekad
uobiCajeni opisi kako metoda funkcionira, a ponekad su ekstremni primjeri (ali ipak moguci)

koji se mogu dogoditi u tom sustavu.

Naveden je i opisan ,Teorem generalne mogucnosti“ (izv. ,General Possibility
Theorem®), kasnije prozvan, po svome tvorcu Kennethu Arrowu, Arrowljev teorem
nemogucnosti ili Arrowljev paradoks. Opisano je $to teorem kaze, koje su mu premise i

zaklju€ci, kao i daljnje posljedice.

Metode i teorem, svaki u svojim uvodima, imaju opisanu kratku povijesnu crtu u kojoj
se govori o tome gdje je i kada koncept smisljen te tko je tvorac kako bi se pribliZila i povijesna

komponenta ovih ideja.



2. Metode | tehnike rada

Autor je kao podlogu za pisanje zavr$nog rada koristio literaturu preporu¢enu od strane
mentora, kao i brojne druge izvore sa interneta te knjige. Takoder su koriStene i slike i tablice
kako bi se tema bolje pribliZila.

Rad je potpuno teoretski te je potkrijepljen primjerima radi boljeg razumijevanja teme,
ali nisu provodena istrazivanja ve¢ su samo koristeni drugi radovi i djela kako bi se tema

obradila.

Popis svih izvora moze se pronaéi na kraju rada u poglavljima ,Popis literature®, ,Popis

slika“ te ,Popis tablica“.



3. Osnovni pojmovi i definicije

Kako bi se sama tema rada mogla razraditi, prvenstveno je potrebno definirati kljuéne

pojmove koji ¢e se u radu koristiti. Klju&ni pojmovi su sljedeci:
Glasac ili bira¢ — osoba koja odabire izmedu vise ponudenih alternativa na izborima.

Alternative, opcije ili kandidati na izborima — skup svih potencijalnih moguénosti za koje

bira¢i mogu glasati, pritom ih slazuci po svojim preferencijama.

Funkcija drustvenog izbora — metoda izbora izmedu viSe opcija kojom se individualne
preferencije biraca pretvaraju u rezultate izbora koji reprezentiraju preferencije kolektiva svih

bira¢a.

Preferencijalno glasanje — metoda izbora gdje bira¢i mogu sve opcije poredati s obzirom na

to koje vole vise, a koje manje (s obzirom na preferencije).

Diktatorstvo —izbori ovise o glasu jednog bira¢a, odnosno jedan bira¢ sam presuduje rezultat.
Analogno tome, nedostatak diktatorstva znaci da rezultat izbora ne moze biti ekvivalentan

izboru jednog biraca.

Anonimnost — funkcija izbora sve birade tretira na jednak nacin. U slu€aju zamjene

preferencija dvaju bira¢a rezultat ostaje jednak.

Neutralnost — funkcija druStvenog izbora tretira sve alternative izbora na jednak nacin
(neutralno). U slu€aju zamjene preferencija glasaca po pitanju dvaju alternativa, te dvije
alternative ¢e svoja mjesta na izborima zamijeniti na ekvivalentan nacin. Primjerice, ako u
izboru izmedu opcija A i B svi glasaci opcije A stave opciju B na prvo mjesto, a svi glasaci

opcije B naprave isto sa opcijom A, opcije A i B mijenjaju mjesta na poretku.

Monotonost — u slu€aju da glasa¢ odabere neku od opcija, ta opcija nuzno mora rasti ili ostati
jednaka u poretku. Glasa¢ ne moze svojim davanjem glasa ili pove¢anjem preferencije za neku
opciju uciniti da ta opcija na ljestvici bude rangirana niZze nego prije.

Pareto ucinkovitost — u sluaju da svaki od biraca preferira jednu od opcija vise od svih

drugih, ta opcija u konacnom poretku mora biti rangirana kao najvisa.

Nezavisnost od nevaznih alternativa — poredak izmedu dvaju opcija ovisi iskljuivo o
medusobnom poretku tih dvaju opcija u izborima bira¢a. Druge alternative koje postoje ne bi
trebale utjecati na to. Primjerice, ako je opcija A pobijedila opciju B kod svih birata po

preferencijama, opcija A u konacnici mora biti rangirana viSe od opcije B.

Nedostatak impozicije — funkcija drustvenih izbora mora omoguciti da odredenim

promjenama preferencija biraca svaka od opcija mozZe zavrsiti na bilo kojem mjestu. Drugacije
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postavljeno, svaki kandidat mora modéi zavrsiti na svakom od mjesta u nekoj kombinaciji izbora

biraca.

Univerzalnost — bilo koji bira¢é moze donijeti bilo koji izbor izmedu ponudenih opcija, ali ne
moze donijeti izbor za neSto ¢ega nema na izborima. Svi glasovi moraju biti uraunati i rezultati,

u slucaju da su glasovi visSe puta jednaki, moraju biti jednaki.



4. Condorcetova metoda

Marie Jean Antoine Nicolas Caritat, Marquis de Condorcet, francuski je matematicar
koiji je zivio u 18. stoljecu. Postavio je jedan od najpoznatijih kriterija za odredivanje pobjednika
u izborima sa preferencijalnim glasanjem koju zovemo ,Condorcetov uvjet pobjednika“. Sve
metode koje implementiraju taj uvjet kao glavni uvjet pobjede na izborima zovemo
,Condorcetovom metodom®“. U nastavku ¢e biti opisano kako te metode funkcioniraju te kako

se slaZe ljestvica kandidata.

Slika 1: Marquis de Condorcet (Izvor: Sunsings.org)

4.1. ldeja Condorcetovih metoda

U Condorcetovim metodama, osnovna ideja je da se izbori gledaju kao niz medusobnih
sukoba kandidata. Primjerice, izmedu opcija A, B i C, gledaju se okrsaji A protiv B, B protiv C
i C protiv A. Condorcetov pobjednik tih izbora je opcija koja je u medusobnim sukobima

pobijedila sve ostale.

Nacin na koji se izbori odrzavaju je da svi biraci imaju moguénost rangirati sve opcije
kojim god redoslijedom Zele (po preferencijama). Primjerice, bira¢ X e staviti opciju B na prvo
mjesto, opciju C na drugo, a opciju A na trecCe. BiraC moze i ostaviti neke opcije praznima, time
ih automatski stavljajuci na zadnje mjesto. Potom se promatraju medusobni sukobi pojedinih
opcija kod svakog od birac¢a te se na temelju tih sukoba opcije rangiraju na konac¢noj tablici.



4.2. Primjer klasi€ne Condorcetove metode

Tablica 1: Klasiéna Condorcetova metoda

1 2 3
1 3 2
2 1 3

Rezultati izbora se promatraju na sljedeci nacin:
A protiv B — 2:1 — pobjednik je A
A protiv C — 3:0 — pobjednik je A
B protiv C — 2:1 — pobjednik je B

Pobjednik u veéini parova je opcija A, stoga opcija A biva proglaSena Condorcetovim
pobjednikom u ovakvoj metodi.

4.3. Problemi kod Condorcetovih metoda

Kod velikog broja biraca mogucnost izjednacenog rezultata veoma je malena. Medutim,
ta mogucnost postoji te razli€ite metode imaju razne nacine rjeSavanja tog problema. U tom
slu€aju kazemo da nema Condorcetovog pobjednika ili ga dobivamo pomoc¢u nekih dodatnih
kriterija. JoS jedna od mogucnosti je pojavljivanje tzv. Condorcetovog paradoksa, koji je opisan

u sljedec¢em potpoglavlju.

4.3.1. Condorcetov paradoks

Jedna od moguénosti prilikom ovakve metode izbora je pojavljivanje tzv.
Condorcetovog paradoksa. Uzmimo primjer da imamo skup opcijaS = {4, B, C} te skup biraca

T = {X,Y,Z}. Do paradoksa dolazi u sljedecoj situaciji:



Tablica 2: Condorcetov paradoks

1 2 3
2 3 1
3 1 2

Ako pogledamo medusobne sukobe opcija vidimo da opcija A pobjeduje opciju B dva
puta (kod bira¢a X i Y), opcija B pobjeduje opciju C kod bira¢a X i Z dok opcija C pobjeduje
opciju A kod biraga Y i Z. I1zbor, primjerice, opcije A kao pobjednika povlaci pitanje zasto opcija
C ne bi bila pobjednik, buduci da kod vecine biraca pobjeduje opciju A. Izbor opcije C kao

pobjednika nadalje povlaéi sli¢nu situaciju kod opcije B, a izbor opcije B kod opcije A.

Ovaj paradoks prvi su primijetili Carrol i Nanson, a njegova rjeSenja ponudena su kroz
razne metode. Jedan od nacina razrjeSavanja paradoksa, je, primjerice, glasanje kroz bodove,
gdje svaki bira€ moze uz svaku opciju dodijeliti broj bodova (npr. od 1 do 5), koliko se jako
slaze sa pojedinom opcijom te se onda osim samih preferencija gleda i ,za koliko“ je neka

opcija ja¢a od druge, $to zna€ajno smanjuje mogucnost paradoksa.

4.4. Ostali primjeri Condorcetovih metoda

Brojne metode inkorporiraju Condorcetov uvjet pobjednika. Ovdje su navedene neke
te ukratko objasnjene. Svaka od njih ima svoj nacin dolaZzenja do pobjednika te imaju Siroku

upotrebu u ekonomiji, sociologiji, teoriji igara i slicno.

4.4.1. Kemeny-Youngova metoda

U ovoj metodi traze se postotci koliki broj biraca preferira jednu opciju nasuprot druge.
Zatim se radi liste (ako su primjerice 3 opcije: A, B i C) svih mogucih kombinacija poredaka te
se gleda koliko je tko viSe ili manje preferiran u odnosu na drugu opciju. U sljede¢em primjeru

to je ilustrirano.

Ako su glasovi bili (100 biraca):

C,B,A-22
C,A,B-46
B,A C-32



Onda lista izgleda:
1.A
2.B
3.C

Te se dobiva:
A protiv B — 46%
A protiv C — 32%
B protiv C — 32%

Zbroj postotaka u ovom rezultatu je 110. Zatim se radi sljedeca lista te se za svaku
provjerava broj. Dalje bi liste bile 1.A , 2.C, 3.B, potom 1.B, 2.A, 3.C itd. Naposlijetku se dobije

lista za koju se nalazi najveci zbroj postotaka. U nasem slucaju to je lista:
1.C
2.B
3.A
Te se dobiva:
C protiv B — 68%
C protiv A — 68%
B protiv A — 54%

Zbroj postotaka u ovom slucaju je 190 te je do ujedno i najveéi moguci zbroj. Ta lista

se smatra rezultatom izbora te je Condorcetov pobjednik opcija C.

4.4.2. Dodgsonova metoda

Dodgsonovu metodu 1876. godine predlozio je engleski matematiCar Charles Lutwidge
Dodgson. Dodgson je bolje poznat pod svojim pseudonimom Lewis Carroll te se, osim
matematikom i logikom, bavio spisateljstvom pa je tako napisao poznato djelo Alisa u zemlji

Cudesa, a takoder se intenzivno bavio i fotografijom, te je bio dakon u Anglikanskoj Crkvi.

Sama metoda zasniva se na zamjenama kandidata na listi¢ima koje su biraci predali,
a same zamjene povezuju se sa poznatom Bubble sort metodom. Ideja metode je sljedeca:
biraci predaju svoje listiCe na kojima su sortirali opcije po preferencijama od najpozeljnije do
najmanje pozeljne. Zatim se na svim predanim listi¢ima gleda koliki je najmaniji broj zamjena

mjesta potreban za svaku opciju kako bi ona postala Condorcetov pobjednik. Ona opcija kojoj



je potreban najmanji broj zamjena proglasava se pobjednikom, ona kojoj je potreban drugi

najmaniji broj zamjena je druga u konaénom poretka itd.

4.4.3. Schultzeova metoda

Metodu je 1997. godine predstavio Markus Schultze, a sama metoda koristi se diliem
svijeta. Primjeri organizacija koje koriste metodu su Piratske stranke diljem svijeta, Wikimedia,
BoardGameGeek, Ubuntu, Volt i brojne druge.

Metoda c¢e biti ilustrirana na sljede¢em primjeru. U izborima izmedu triju opcija (A, B i

C), rezultati glasanja 100 bira¢a su bili sljededi:

A B, C-12
A CB-14
B,A C-13
B,C, A-17
C,AB-25
C,B,A-19

Potom se kreira (ne nuzno, ali je dobar primjer za ilustraciju metode) graf &iji vektori
imaju orijentaciju prema opciji koja u medusobnim sukobima gubi, a na vektore se stavljaju
vrijednosti koje govore koliko je glasova u medusobnom sukobu dobila opcija koja je pobijedila
u sukobu. Primjerice, u sukobu izmedu opcija A i B, opcija A pobjeduje rezultatom 51:49. Stoga

vektor ide od A prema B i na njemu piSe 51. Graf za ovaj primjer izgledao bi:

/

58

Slika 1: Graf 1 Schultze



Potom se traze ,najjaci putevi“ za svaki od sukoba te se racunaju njihove vrijednosti.
Put je jak onoliko koliko je jaka njegova najslabija karika te se zatim usporeduju snage najjacih
puteva. U ovom slucaju u opciju C ne vodi niti jedan put te je ona automatski prva opcija u

rezultatima. Sve opcije vode u B te ona mora biti zadnja. Pogledajmo drugi primjer grafa:

,;?

66

51

56

Slika 2: Graf 2 Schultze

Najjaci putevi u ovom slucaju bi bili:

Tablica 3; Schultzeova metoda

B C D)
AB-51 A,B,D,C -51 A.B,D-51
- B,D,C — 56 B,.D - 66
C,B-58 - C,B,D-58

D,C,B - 56 D,C -56 -

Zelenom bojom su oznaceni oni najjaci putevi koji pobjeduju u medusobnim okrsajima,

a crvenom oni koji gube u medusobnim okrsajima (pobjeduju oni koji imaju vecu vrijednost).
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Rezultat ovih izbora bi stoga bio:
1.C
2.B
3.D
4. A

Pobjednik bi, dakle, bila opcija C.

4.4.4. Minimax metoda

Minimax metoda (jo$ znana i kao Simpson-Kramerova metoda) pobjednika tezi na
nacin da se, nakon gledanja medusobnih okrSaja svih opcija, trazi ona koja gubi s najmanjim

postotkom. Ona opcija koju najmanije ljudi ne voli pobjeduje izbore.
Unutar same metoda postoji viSe kriterija koji se mogu gledati, primjerice:

e S kolikom marginom opcija gubi u najgorem slu€aju, ona koja ima najmanju
marginu pobjeduje.

o Koliki postotak ljudi je glasao protiv te opcije u najgorem porazu, ona kod koje
je taj postotak najmaniji pobjeduje.

o Koliki postotak ljudi je glasao protiv te opcije u najgorem slu€aju opcenito, ona

kod koje je taj postotak najmaniji pobjeduje.

4.45. Tidemanova metoda

Tidemanova metoda nazvana je po americkom ekonomistu Thorwaldu Nicolausu
Tidemanu koji ju je predstavio 1987. godine. ldeja metode je da se prvo, kao i u svim
metodama koje imaju Condorcetov uvjet pobjednika, medusobno usporede svi mogucéi parovi
opcija. Zatim ih se poslaze od onih gdje je margina pobjede najveca, do onih gdje je najmanja.
Potom se rade njihovi rezultati, pocevsi od para s najveC¢om marginom, s time da ako bi neki

od parova stvorio krug onda se ignorira. Uzmimo sljedeci primjer:

Ako su glasovi bili (100 bira¢a):

C,B,A-22
C,A,B-46
B,A C-32

11



Medusobni ogledi parova su onda:
B protiv A — 54%
C protiv A — 68%
C protiv B — 68%
Lista se potom slaze od najvecih do najmanjih margina pobjede te stoga izgleda:
C protiv B — 68%
C protiv A — 68%
B protiv A — 54%

Buduci da se u ovom slu€aju ne stvara krug, vrijedidaje C>B,C>AiB > Ateje

rezultat:
1.A
2.B

3.C.

12



5. Borda izracdun

Borda izraCun predstavlja alternativnu metodu racunanja prilikom izbora s
preferencijalnim glasanjem. Osmislio ga je 1770. francuski matemati¢ar Jean-Charles de
Borda, iako je sam sustav prije njega bio predlozen viSe puta. Najraniji prijedlog sustava izbora
potjecCe jos iz 1435. godine.

5.1. ldeja Borda izracuna

Osnovna ideja Borda izraCuna funkcionira na sljedec¢i nacin. Uzet ¢emo za primjer da

postoji 30 biraCa koji odabiru izmedu 4 opcije (A,B,C,D). Dobivamo sljede¢i uzorak izbora:

Tablica 4: Borda izradun

A B C D
B C D B
C D B A
D A A C

Po Borda izracunu prvo mjesto dobiva n-1 bodova gdje je n broj opcija. U naSem slucaju
prvo mjesto bi, stoga, dobilo 3 boda, drugo 2, treée 1 i Eetvrto 0. Potom se rauna broj bodova

za svaku od opcija:
A: 12*3+7*0+6*0+5*1 = 41
B: 12*2+7*3+6*1+5*2 = 61
C. 12*1+7*2+6*3+5*0 = 44
D: 12*0+7*1+6*2+5*3 = 34

Prema rezultatima, pobjednik izbora je opcija B.

13



5.2. Ra€unanje izjedna€enih rezultata

Postoji viSe metoda racunanja bodova prilikom ,izjednagenih® izbora, odnosno kada
birac viSe opcija rangira jednako. Primjerice, bira¢ moze opciji A dati prvo mjesto , B drugo
mjesto, a za C i D ne napisati nista, stavljajuéi ih tako na zadnje mjesto. Isto tako, bira¢ moze

staviti viSe opcija na prvo mjesto, time ih izjednacavajuci.

5.2.1. Bordina ideja

Originalna ideja Jean-Charlesa de Borde je bila da se izjednaavanja dopustaju samo
na kraju (prva situacija iz uvodnog dijela potpoglavlja). Primjerice, ako listi¢ izgleda na sljedeci
nacin:

A —1. mjesto

B — 2. mjesto

C-

D - 3. mjesto

E -

Bira¢ ne moze staviti viSe opcija na isto mjesto (primjerice A i C na prvo), nego ako
opcijama daje mjesta, onda ona moraju nuzno biti razli¢ita. Jedini nacin na koji se dopusta
izjednaCavanje je da se pored opcije ne napise mjesto. Ona u tom slu¢aju automatski ide na

zadnje mjesto te bi u ovom slu€aju bodovi bili sljede¢i: A—-4,B-3,D-2,C-0,E-0.

5.2.2. Modificirana Bordina ideja

Najpoznatija modifikacija Bordine ideje prilikom zaokruzivanja u obzir uzima i broj
kandidata koji su ostali nerangirani, odnosno nije im dano mjesto u preferencijalnom glasaniju.
Oni u ovoj modifikaciji ponovno idu na dno tablice, ali se bodovi opcijama koje su dobile mjesto

gledaju s obzirom na broj posljednjih.

Primjerice, ako uzmemo prosli primjer, kako su dvije opcije nerangirane, gleda se kao
da su jedna opcija koja zauzima zadnje mjesto, te je broj bodova koji se dodjeljuju smanjen za
1 (jer su dvije nerangirane). Opcenito, broj bodova koji se dodjeljuje prvom mjestu, raCunao bi
se kao n-b gdje je n broj opcija, a b broj opcija koje su na zadnjem mjestu, odnosno nisu

rangirane.

U prethodnom primjeru, stoga, broj bodova bi izgledao: A-3,B—-2,D-1,C-0,E -
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5.2.3. Turnirski nacin

Turnirski nacin (engl. Tournament-style counting of ties) razrjeSava situacije na nacin
da trazi ,prosjek bodova“ te ga dodjeljuje svakoj od opcija koje dijele mjesto. Primjerice,

uzmimo sljedeci izborni listi¢:

A —1. mjesto
B — 2. mjesto
C - 2. mjesto
D - 3. mjesto

Opcija A, s obzirom da je prva, dobiva 3 boda. Opcija D ¢ée dobiti 0, zato 3to je
posljednja od svih, dok ¢e opcije B i C ,podijeliti bodove* drugog i treCeg mjesta. Kako drugo

mjesto donosi 2 boda, a trece 1 bod, svaka od opcija ¢e dobiti (2+1)/2 = 1,5 bod.

5.2.4. Dowdallov sistem

Vrijedi jo§ spomenuti i Dowdallov sistem koji se u praksi koristi kod parlamentarnih
izbora male nacije Nauru u Pacifickom oceanu. ldeja sistema je da se sve opcije nuzno
MORAJU poredati te se u toj varijanti izjednaceni rezultati ne dopustaju i bilo koji izborni listi¢
koji nije jasno poredao sve kandidate po preferencijama smatra se nevazec¢im. S obzirom da
je ta nacija veoma mala (cijela drzava broji oko 10 000 stanovnika), sam broj kandidata na
izborima nije prevelik te ih biraci mogu u relativno kratko vrijeme poredati po preferencijama.
U vec¢im drzavama gdje se, primjerice, na izbore kandidira 50+ kandidata, takav bi sustav bio

veoma naporan za birace.

Nakon Sto su kandidati poredani dodjeljuju im se bodovi na na€in da prva opcija dobiva
1 bod, druga opcija ; boda, tre¢a opcija  boda i tako dalje do N-te opcije koja dobiva —

bodova. Opcije sa najviSe bodova bivaju izabrane u parlament. Sam sistem razvio je Nauruov

ministar pravosuda Desmond Dowdall 1971. godine.

5.3. Problemi sa Bordaizborom

Svaka metoda izbora ima niz problema, pa tako i Borda izbor. Dva najvec¢a koja je

javljaju u Borda izboru su taktiCko glasanje i strateSko nominiranje kandidata.
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5.3.1. StrateSko nominiranje kandidata

S obzirom da vedi broj kandidata uzrokuje veéi broj ukupnih bodova, za stranke je
povoljno kandidirati vie svojih kandidata. Time se povec¢avaju Sanse da netko od njih dobije
na izborima. Primjerice, uzmimo lokalne izbore za gradonacelnika u gradu sa 100 stanovnika.
Recimo da postoje dvije stranke, L i D. 20 stanovnika su €vrsti podrZzavatelji stranke L, dok je
20 stanovnika ¢vrsti podrZzavatelji stranke D. Preostalih 60 stanovnika nije sigurno za koga
glasa te ¢e se slu€ajno raspodijeliti izmedu mogucih kandidata, ovisno o programu koji im se

svida.

Ako svaka stranka nudi jednog kandidata, rezultat izbora ¢e presuditi ljudi koji odabiru
po programu, ali ako se ti ljudi podijele ravhomjerno na svakog kandidata, rezultati su
izjednaceni. Uzmimo sad primjer da stranka D odlu¢i uvesti jo$ jednog kandidata (zvat c¢emo

ga D2). Rezultati izbora bi, pod prethodnim pretpostavkama, izgledali ovako:
20 glasova— L/ D1/ D2 (10 bira¢a L + 10 slobodnih)
20 glasova— L/ D2/ D1 (10 bira¢a L + 10 slobodnih)
20 glasova— D1/ D2 /L (10 bira¢a D + 10 slobodnih)
20 glasova— D2 /D1 /L (10 bira¢a D + 10 slobodnih)
10 glasova — D1/ L/ D2 (10 slobodnih)
10 glasova — D2/ L/ D1 (10 slobodnih)
U tom slucaju, nakon izbora, rezultati su sljededi:
L-40+40+ 10+ 10=100
D1-20+ 40+ 20 +20 =100
D2-20+20+40+20=100

Mozemo vidjeti da ponovno dolazi do izjednadenog rezultata, ali i da je stranka D dobila
dvostruko vise ,bodova“ od stranke L, kad se zbroje bodovi svih njihovih kandidata. Takoder
vidimo i da je samo jedan od tvrdih biraa stranke D glasao za D1, a ne za D2, stranka D bi
osvojila izbore. Stoga na sljedecim izborima stranka D kaze svim svojim biradima da nuzno
glasaju za D1, dok kandidat D2 sluzi samo radi oduzimanja glasova. Sljedece izbore rezultati

su:
20 glasova—L / D1/D2 (10 bira¢a L + 10 slobodnih)
20 glasova — L / D2/ D1 (10 bira¢a L + 10 slobodnih)

30 glasova — D1/ D2 /L (20 bira¢a D + 10 slobodnih)
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10 glasova — D2/ D1/ L (10 slobodnih)

10 glasova — D1/ L/ D2 (10 slobodnih)

10 glasova — D2 / L / D1 (10 slobodnih)Rezultati izbora su:
D1-20+60+10+20=110

L-40+40+10+10=100

D2-20+30+20+20=90

Ono $to je kljuéno uoCiti je da stranka D, samim time Sto je strateski kandidirala viSe
kandidata, povecava svoj broj bodova na izborima. Kombiniranjem strateSkog nominiranja
kandidata i taktickog glasanja, Borda sustav moze se jako izmanipulirati kako bi se dobili

pozeljni izborni rezultati.

5.3.2. Takti€ko glasanje

Takticko glasanje je situacija u kojoj bira€i ne odabiru opcije svojim stvarnim poretkom,
ve¢ ga modificiraju kako bi sprijecili opcije koje ne vole da dodu na vlast (koncept manjeg zla).
Dogada se kada bira¢ ve¢ ima neku ideju kako ¢e rezultati izbora izgledati. Takticko glasanje
u sustavima koji koriste Borda izbor mogu potpuno promijeniti rezultate izbora te izglasati

kandidate koje Zele jako mali dijelovi biraca.

Primjerice, uzmimo izbor za gradonacelnika istog mjesta iz prethodnog primjera sa
100 biraca, ali recimo da se pojavila i tre¢a opcija C. Opcija C ima malo ljudi koji ju podrzavaju
(svega 8), ali se svejedno odluCuje kandidirati. Slobodni biraci uopce ne Zele opciju C te svoje
glasove daju samo opcijama L ili D, a opciju C smjestaju na zadnje mjesto. Opcija D je u

meduvremenu odlucila poslati samo jednog kandidata. Rezultati su sljededi:
47 glasova—L / D/ C (20 biraa L + 27 slobodnih)
3glasa—C/D/L (3 biraca C)
3glasa—C/L /D (3biraca C)
47 glasova—D /L / C (20 birata D + 27 slobodnih)
Rezultati bi bili:
L—94+3+47=144
D—47+3+94=144

C-6+6=12
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U ovome trenutku biraci opcija L i D primjec¢uju da im oboma fali samo jedan bod za
mjesto gradonacelnika. Oni nikako svojoj stranci ne mogu pridodati taj jedan bod, ali ono §to
mogu napraviti je oduzeti onoj drugoj jedan na nacin da stranku C stave na drugo mjesto na
svojim izbornim listi¢ima. Jedan po jedan, svi biraci opcija L i D pocinju strateski glasati te je

rezultat sljedecih izbora:
47 glasova— L/ C/D (20 bira¢a L + 27 slobodnih)
3glasa—C/D/L (3 biraca C)
3glasa—C/L/D (3 biraca C)
47 glasova— D/ C/ L (20 bira¢a D + 27 slobodnih)
Rezultati su:
C—-47+3+3+47=100
L-94+3=97
D-3+94=97

Stranka C je pobijedila i dobila gradonacelnika, a tu stranku preferira 6% ljudi. Ovaj
primjer pokazuje kako takticko glasanje moZe drastiCno promijeniti rezultate izbora kod

Bordine metode.

Interesantno je primijetiti da je takticko glasanje veoma prisutno u svijetu i u drugim
izbornim sustavima, gdje se ne primjenjuje preferencijalno glasanje. Primjerice u veoma
rasSirenom ,First-past-the-post* (FPTP) sustavu glasanja (gdje kandidat treba vide od pola
glasova svih biraa za pobjedu) takticko glasanje je primarni razlog kako se vode izbori zbog
toga Sto prilikom izlaska anketa ili prvog kruga izbora, birai odmah vide situaciju i
prilagodavaju svoj glas. U takvom sustavu najCeSce postoji viSe krugova glasanja te se biraCi

stignu prilagoditi. Primjer takvog sustava bi bili predsjednicki izbori u Hrvatsko;.

Kako bi birac¢i uop¢e mogli takti¢ki glasati, o€igledno im je potrebna neka vrsta znanja
o situaciji koja je status quo. U interesu toga da biraima pomognu pri informiranju o ravnotezi
moci prije izbora, napravljene su mnoge internetske stranice. Primjerice u Velikoj Britaniji pri
izborima 2019. godine napravljene su stranice poput ,Swap my vote“ ili ,People's Vote guide
to tactical voting“ koje su analizama anketa i proslih rezultata davale ljudima matematicke
preporuke o tome kako najbolje takticki glasati. Primjerice, ako bi osoba Zeljela da opcija A
pobjedi, stranica bi mogla preporuditi glasanje za opciju F kako bi opcija A imala najbolje

Sanse.
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Takoder, vazno je naglasiti da, buduci da stranice koriste razliCite algoritme za
predvidanje rezultata, ¢esto se znalo dogoditi da razliCite stranice preporuce razliite puteve

glasanja kako bi neka stranka pobijedila/imala najvec¢u Sansu.

Treba spomenuti i da mnogi ljudi jednostavno ne zele takticki glasati te da ¢e radije
odabrati opciju koju najvise preferiraju, bilo zbog toga $to ne shvacéaju koncept taktiCkog

glasanja, ne mare za njega ili pak ne vole da im itko govori §to da u€ine i za koga da glasaju.

5.4. Upotreba Bordine metode u svijetu

Jedna od interesantnih upotreba neceg sli€nog Bordinoj metodi moze se pronaci u
mnogim sportovima (npr. nogomet) buduéi da se pobjedniku dodjeljuje 3 boda, za nerijeSen

rezultat svatko dobiva 1 bod, dok gubitnik dobiva 0 bodova.

Sama Bordina metoda danas se koristi u nekim sveuciliStima u svijetu za izbor
studentskih zborova i slinih organizacija (npr. SveuciliSte u juznom lllinoisu koristi ovakvu
metodu za izbor Senata sveuciliSta). Studentska organizacija AIESEC takoder izabire svog
predsjednika modificiranom verzijom ove metode. Cak se i glasanje za pobjednika Eurovizije

smatra modificiranom verzijom Bordine metode.

Od znacajnije uporabe u politici, najpoznatiji primjer je ve¢ prethodno navedeni
Dowdallov sistem koiji se koristi u izborima drzave Nauru. Takoder, u slovenskom parlamentu

se zastupnici talijanske i madarske manijine biraju pomoc¢u Bordine metode.
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6. Arrowljev teorem nemoguc¢nosti (Arrowljev

paradoks)

Arrowljev teorem iznio je u svome doktoratu 1951. americki ekonomist i matematicar
Kenneth Arrow. Sam teorem iznio je veliku pomutnju u svijetu ekonomije zbog nedavnih
Bergsonovih (1938.) i Samuelsonovih radova (1947.) te ljudi isprva nisu bili sigurni tko je u
pravu i kako je to moguce. Dakako, kasnije se ispostavilo da same definicije i aksiomi uzeti u

istrazivanjima, Sto bi jedan sustav s preferencijalnim glasanjem trebao imati, nisu bili isti.

Teorem je ostavio velike posljedice iza sebe te veliko pitanje o ispravnostima sustava
za glasanje te samog drustvenog izbora. Ipak, sam Arrow rekao je da se nada kako ce ljudi
,shvatiti ovaj paradoks kao izazov, a ne kao obeshrabrujuéu barijeru“. (,Social Choice and

Individual Values®, bez dat.)

Slika 4: Kenneth Arrow (lzvor: Stanford News)

6.1. Ideja teorema

Arrowljev teorem kaze:

Ako biraci imaju tri ili viSe opcija, onda rezultati preferencijalnog glasanja ne mogu
istovremeno zadovoljavati kriterije univerzalnosti, ne-diktatorstva, Pareto ucinkovitosti te
nezavisnosti od nevaznih alternativa u niti jednom sustavu s preferencijalnim glasanjem

gdje se opcije rangiraju.
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Ovdje je vazno primijetiti neka ograni¢enja. Arrow u svome teoremu nije uklju€io
sustave gdje biraCi mogu reéi koliko im je neka preferencija bitna (tzv. kardinalno glasanje).
Primjer takvog glasanja bilo bi da bira¢ dodijeli opciji A deset bodova, opciji B Sest i opciji C

dva, pritom ih rangirajuci A, B, C.

Sam teorem Cesto se pogresno interpretira izjavama poput ,Ne postoji pravedan sustav
glasovanja u demokraciji“ ili ,Demokracija nuzno vodi do diktature®. Takva su shvacéanja
teorema veoma banalizirana i u konacnici neto¢na shvacanja samog teorema. On jednostavno
pokazuje da uzevsi u obzir neke od kriterija koji se €ine intuitivnima u bilo kojem demokratskom
sustavu glasanja, nuzno dolazi do toga da ¢e se neki od njih prekrsiti. Zbog toga $to je sam
Arrow u svom dokazu iSao na to da, drzeéi se svih ostalih premisa, nuzno dolazi do toga da
se ne moze odrzati uvjet ne-diktatorstva, sam dokaz se &esto pogresno interpretira na

prethodno navedene nacine.

Kasniji autori koji su proucavali sam teorem te se referencirali na njega, predloZili su
neke alternative teoremu te iznijeli kritike. Neke od alternativa bit ¢e opisane u potpoglaviju
6.2. Jedna od ¢&estih kritika na premise samog teorema je ta da je uvjet nezavisnosti od
nevaznih alternativa (ll1A) prestrog uvjet, s obzirom da ga mnoge metode ne implementiraju
(poput ve¢ navedene Schultzeove, Kemeny-Youngove, Minimax i drugih). Medutim ono $to je
interesantno je da je teorem zapravo otkrio pozadinu toga zasto ne implementiraju taj kriterij
koji se intuitivno €ini veoma logi€an: zato Sto logicki ne mogu, ako ne Zele zadrzati preostale

kriterije, poglavito ne-diktatorstvo.

Dokaz teorema, koji je ovdje opisan brojnim tablicama radi lakSe ilustracije i shvacanja
samog teorema, pokazuje kako u proizvoljnom skupu bira¢a moze doci do situacije u kojoj se
preferenca jednog biraca odrazava kao rezultat izbora, unato¢ tome $to svi (ili nitko) osim tog
biraca glasaju drugacije. Bitno je vidjeti da kroz teorem Arrow zapravo pokazuje situaciju slicnu
onoj opisanoj u Condorcetovom paradoksu te da je vidljivo kako paradoks nije zapravo toliko

banalan kao Sto se €ini ve¢ da se moze dogadati u kompleksnim sustavima sa mnogo biraca.

6.1.1.Dokaz

Kroz dokaz Arrow pokazuje da u situaciji da su kriteriji univerzalnosti, Pareto
ucinkovitosti i nezavisnosti od nevaznih alternativa uzeti u obzir, nuzno ¢e doc¢i do pojave

diktatorstva.
Neformalni dokaz je sljedeci:

Uzmimo skupinu od tri opcije: A, B i C te uzmimo N biraa. Zamislimo da svi biraci

preferiraju opciju A najmanje. Dobivamo sljedecu situaciju:

21



Tablica 5: Situacija 1.0
1 2 3 N

BiliC BiliC BiliC BiliC

A A A A

Ova situacija zvat ¢e se situacija 1.0. Nadalje, nastavlamo sa situacijama gdje

dodajemo po jednog biraca koji preferira opciju A nasuprot opcija B ili C. Situacija 1.1 je stoga:

Tablica 6: Situacija 1.1
1 2 3 N

A BiliC BiliC BiliC
BiliC A A A

Te tako nastavljamo sve dok ne dodemo do situacije 1.X. U situaciji 1.X dolazi trenutak
kada su biraci od A svojim glasovima pomakli opciju A na vrh iznad opcija B ili C. Situacija 1.X

izgleda ovako:

Tablica 7: Situacija 1.X
1 2 X-1 X X+2 N

A A A A BiliC BiliC

BiliC BiliC BiliC BiliC A A

Bira¢ koji je promijenio rezultat nazvan je biraem X. Situacije se dalje nastavljaju sve

do situacije 1.N u kojoj svi bira¢i biraju opciju A naprotiv opcija B ili C.
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Nadalje, pogledajmo sljedecu situaciju, nazvanu situacija 2.1:

Tablica 8: Situacija 2.1

1 2 X-1 X X+1 N
A A A C C C
B B B A A A
C C C B B B

Imamo dva dijela bira¢a: dio od 1 do X-1 koji glasaju redom A, B, C (prvi dio) i dio od
X+1 do N koji glasaju redom C, A, B (drugi dio). Bira¢ X na pocetku glasa isto C, A, B. Vazno
je primijetiti da je izbor prvog dijela biraCa u ovoj situaciji zapravo jednak kao i izbor prvog dijela
biraca u situaciji 1.X. Uzmimo sada primjer da svi biragi zamijene pozicije opcija A i B dok bira¢
X zamijeni preference opcija A i C. Ovdje je bitno napomenuti da za sam dokaz nije bitno
zamijeni li 0, 1 ili svi biraci svoje preference izmedu opcija A i B, konac&ni rezultat je isti. Ako

uzmemo da su zamijenili svi dobivamo situaciju 2.2:

Tablica 9: Situacija 2.2

1 2 X-1 X X+1 N
B B B A C C
A A A C B B
C C C B A A

Po svojstvu nezavisnosti od nevaznih alternativa mozemo vidjeti da, izbacimo li opciju

B nakratko iz slike, dobivamo ovakvu situaciju (2.3):

Tablica 10: Situacija 2.3

1 2 X-1 X X+1 N
A A A A C C
C C C C A A
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To je, kao §to moZzemo primijetiti, ista situacija kao u slu€aju 1.X, osim $to nema opcije
B, ali po svojstvu nezavisnosti od nevaznih alternativa, ona ne bi trebala igrati ulogu u izboru
izmedu A i C. Stoga dolazimo do prvog rezultata: opcija A mora u rezultatima biti
pozicionirana viSe od opcije C.

Pogledamo li sukob izmedu opcija B i C, te ponovno se pozovemo na hezavisnost od
nevaznih alternativa, ponovno dobivamo situaciju sli¢nu 1.X, samo §to ovog puta bira¢ X

presuduje izbore u korist bira¢a od X+1 — N (situacija 2.4):

Tablica 11: Situacija 2.4

1 2 X-1 X X+1 N
B B B C C C
C C C B B B

Iz ove situacije mozemo izvudi jo$ jedan zaklju€ak o rezultatima izbora: opcija C mora

u rezultatima biti pozicionirana viSe od opcije B.

Ako uzmemo u obzir te dvije Cinjenice:

Opcija A mora u rezultatima biti pozicionirana vise od opcije C

Opcija C mora u rezultatima biti pozicionirana vise od opcije B

dolazimo i do trec¢e &injenice, kao i do rezultata samih izbora:

opcija A mora u rezultatima biti pozicionirana vise od opcije B. Rezultati izbora su:
1. mjesto — A
2. mjesto - C
3. mjesto — B.

Interesantno je primijetiti da, bez obzira Sto je samo jedan bira¢ (bira¢ X) stavio opciju
A na prvo mjesto, opcija A svejedno pobjednik izbora. Takoder je vazno primijetiti da je rezultat
izbora jednak iskljucivo izboru biraca X i niti jednog drugog biraa osim njega. Isto tako, biracC
X jedina je osoba koja je stavila opciju A iznad opcije B. Stoga kaZzemo da je bira¢ X diktator
za A protiv B.
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6.2. Alternative

Samom teoremu predloZene su brojne alternative kako bi se izbjegao takav paradoks.

Neki od primjera su sljededi:

Beskonaéno mnogo biraéa — u slu€aju beskonatno mnogo bira¢a svi kriteriji
Arrowljevog teorema mogu biti zadovoljeni (jer se nikada nece doéi do diktatorskog biraca,
uvijek postoji jos jedan). Takvo ograni¢enje dakako nije primjenjivo u praksi iz razloga sto je

broj biraca u svakim izborima uvijek konac¢an.

»Dobri diktator“ — pretpostavka da je osoba koja je diktator u Arrowljevom teoremu
zapravo ,dobri diktator®, odnosno da je diktator koji ¢e gledati kako vecéina glasa i svoj glas

pridodati vecini takoder onemogucava Arrowljev paradoks.

Vise informacija — u sustavima gdje postoje dodjeljivanja bodova, poput vec
spomenutog kardinalnog glasanja, Arrowljev teorem ne vrijedi. Treba napomenuti da je sam
Arrow po tom pitanju rekao da nema smisla mjeriti preferencu koja je proizvod uma jednog
Covjeka, sa preferencom druge osobe. Jednoj osobi 10 bodova moze znaditi jednu stvar, a

drugoj osobi potpuno drugu.

6.3. Posljedice i utjecaj Arrowljevog teorema

Kao Sto je veC reCeno, sam se Arrowljev teorem Cesto previSe pojednostavljuje
izjavama poput ,Ne postoji pravedan sustav glasovanja“ $to niposto nije ideja koju je Arrow
dokazao. Ono $to on tvrdi je: ,VeCina sustava nece loSe raditi cijelo vrijeme. Ono §to sam
dokazao je da svaki sustav moze, pod odredenim uvjetima, raditi loSe.” (,Social Choice and

Individual Values®, bez dat.)

Teorem je nakon svoje objave izazvao poprili€¢nu kontroverzu, jer uzima skup razumnih
i intuitivno nuznih uvjeta u svakom izbornom sustavu te pokazuje da su medusobno iskljucivi.
Kasniji radovi, poput onih W. Rikera ili R. Dahla pozivali su se na Arrowljevo istrazivanje te su
kasnije mnogi matematiCari uzeli kao izazov pokuSati naci skup alternativnih oslabljenih
pretpostavki kako bi se Arrowljem teorem izbjegao (neke od njih su opisane u prethodnom
potpoglavlju) te su pomocu njih pokusavali izvuéi odredene ideje koje pretpostavke imaju koje

posljedice u samoj teoriji drustvenog izbora.

Sam teorem ostaje relevantan i danas, 70 godina nakon objave, te i dalje biva citiran i
referenciran u istraZivanjima kao jedan od najbitnijih teorema u teoriji drustvenog izbora. Samo

Arrowljevo djelo u kojem je teorem objavljen (,Social Choice and Individual Values®) 1963.
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godine dozivio je jo$ jedno izdanje gdje je pruzen i kra¢i neformalni dokaz samog teorema te

su ispravljene i u obzir uzete neke od primjedbi tadasnjih matemati¢ara na rad.
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7. Zakljuéak

Cilj rada bio je dati kratki povijesni pregled podrucja funkcija drustvenog izbora s

preferencijalnim glasanjem te opisati najznacajnije metode i teoreme u tom podrudju.

Opisana je Condorcetova metoda glasanja koja je jedna od najpoznatijih metoda za
odredivanje pobjednika, kako funkcionira, tko ju je smislio te zasto je znacajna. Naveden je i
Condorcetov paradoks te je re€eno koje alternative postoje kako ne bi doslo do samog
paradoksa. Takoder su opisane brojne metode koje koriste Condorcetov uvjet pobjednika te

se, osim same klasi¢ne Condorcetove metode, isto tako ubrajaju u Condorcetove metode.

Opisana je i Borda metoda raCunanja koja ima implementaciju u danadnjem svijetu
politike, na brojnim sveudilistima te organizacijama. Navedene su i alternative originalnoj
metodi te je kroz primjere opisano kako sama metoda funkcionira. Takoder su spomenuti
socioloski i psiholoski problemi poput strateSkog kandidiranja vise kandidata ili taktickog
glasanja biraga te je kroz primjer pokazano kakvi rezultati tih problema mogu biti. TaktiCko
glasanje kao jedan od &estih fenomena dana3njice po pitanju preferencijalnog glasanja, kao i

glasanja opéenito, opisan je detaljnije.

U konacnici su navedene premise i zakljucci Arrowljevog teorema nemogucnosti,
takoder poznatog i kao Arrowljev paradoks. Naveden je neformalni dokaz samog teorema kroz
primjer. ObjaSnjene su i alternative koje ograniCavaju ili olakSavaju kriterije Arrowljevog
teorema te je reCeno na koji nacin one omogucéavaju da do paradoksa ne dode. Naposlijetku
je opisan utjecaj samog teorema te su navedene relevantne pojedinosti o tome tko ga je

koristio i kako se teorem mijenjao.
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