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Sazetak

Racunalna geometrija bavi se prou¢avanjem geometrijskih problema i primjenom matematickih
i algoritamskih metoda za njihovo rieSavanje. lako je za neke probleme jednostavno osmisliti
algoritam za rjeSavanje, potrebno je osmisliti algoritme koji mogu pouzdano i efikasno rijeSiti
zadane probleme u Sto kracem vremenu. Cilj rada je pro¢i kroz osnovne probleme racunalne
geometrije i nacine njihovog rjeSavanja. Zbog jednostavnosti, svi problemi su definirani u dvije
dimenzije. Svaki problem u radu se prvo definira nakon ¢ega se prikazuje nekoliko algoritama
za njegovo rjeSavanje. Za svaki problem je implementiran barem jedan od opisanih algoritama
u programskom jeziku Python, a svaka implementacija ima ukljuenu i vizualizaciju rie$enja
pomocu biblioteke Matplotlib. Obradeni problemi su: presjek segmenata, problem tocke u poli-
gonu, odredivanje konveksne ljuske, Booleove operacije had poligonima, problem triangulacije
skupa tocaka i izrada Voronojevog dijagrama.

Kljucne rijeci: konveksna ljuska, poligoni, dvodimenzionalni prostor, algoritmi, racunalna
geometrija



1. Uvod .. e e e e e e e e e e 1
2. RacCunalnageometrija . . . ... ... ... .. e 2
3. Problem presjekaskupaduzina .............. ... .. .0t 4
3.1. Odredivanje sjeciStadvijuduzina . . . . ... ... ... .. ... ... .. ..., 4
3.2. Brute Force algoritam . . . . . . . . . e 8
3.38. Sweep Linealgoritam . . . . . ... 9
4. ProblemtoCkeupoligonu . . . ... ... ... ... . . ... ... 12
4.1. Ray Casting algoritam . . . . . . . . . . . e e 12
4.2. Winding Number algoritam . . . . . . . .. ... 14
5. Odredivanje konveksne ljuske . .. ... ... ... ... ... 18
5.1. Jarvis March algoritam . . . . . . . . . .. 19
5.2. Graham Scan algoritam . . . . . . . ... 21
5.3. QuickHull algoritam . . . . . . . .. 25
6. Booleove operacije nad poligonima . . . . ... ........ ..., 27
6.1. Greiner-Hormann algoritam . . . . . . . . . . .. . 28
6.2. Avraham-Knott algoritam . . . . . . . . ... L 33
7. TriangulacijaskupatoCaka . .. .. .. ... ... .. ...t 43
7.1. Pohlepnatriangulacija . . . . . .. . . . ... 43
7.2. Bowyer-Watson algoritam . . . . . . . ... 45
8. Voronojevdijagram . . . . . . . . . ... e e e e e 49
8.1. Naivnialgoritam . . . . . . . . . . 50
8.2. "Podijeli pa vladaj" algoritam . . . ... ... 57
8.3. lzvodenje Voronojevog dijagrama iz Delauneyjeve triangulacije . . . . . ... .. 61
9. ZaKljuGak . . . . . . . e e e e e e e e e e e e 67
Popisliterature . . . . . . .. . . . . @ i i e e e e 69
Popisslika . . . . . .. . . e e e e e e e 71



1. Uvod

Racunalna geometrija je disciplina koja se bavi efikasnim rjeSavanjem problema ge-
ometrije pomocu racunala. Kako raCunala "ne vide" geometrijske objekte, potrebno je osmisliti
algoritme i raCunalne objekte koji ih mogu predstaviti na racunalu razumljiv nac¢in. Osim $to
racunalo mora moci raditi sa geometrijskim podacima, mora ih efikasno koristiti i obradivati.
Implementacije tih algoritama danas omogucavaju brzo, prakticno i lako snalazenje u svijetu.
Tako na primjer, svaki put kada u novom gradu pokuSsavamo pronaci put do restorana ili kafi¢a,
racunalo mora odrediti nasu poziciju u prostoru i kako najbrze doci do Zeljene lokacije koristeci
pri tom algoritme koji su proizasli iz racunalne geometrije. OCito, brzina izvr§avanja i preciznost
tih algoritama odreduje naSe zadovoljstvo s aplikacijom koju koristimo stoga nije dovoljno na-
praviti algoritam po principu "bitno da radi". Zato se raCunalna geometrija bavi pronalazenjem
najoptimalnijih algoritama za odredene probleme. Osim brzine izvodenja, potrebno je paziti na
preciznost pojedinih algoritama. To znaci da je uz nisku sloZenost potrebno uzeti u obzir koliko
¢e raCunalo izgubiti na preciznosti izvodeci odredene korake algoritma. Iz tih razloga se Cesto
izbjegavaju trigonometrijske funkcije i dijeljenje bez obzira Sto je trigonometrija vrlo koristan
alat za rjeSavanje raznih problema, a dijeljenje je osnovna operacija nad brojevima. Nekada
je teSko pogoditi dobar omjer izmedu brzine i preciznosti stoga uvijek treba uzeti u obzir koliko
je odredeni algoritam praktiCan unato¢ odredenim manama. Neki osnovni problemi koji mogu
dati uvid u nacin razmisljanja rac¢unalne geometrije su odredivanje konveksne ljuske, izrada Vo-
ronojevog dijagrama ili mozda jednostavnije traZzenje sjecista duzina. Svaki od ovih problema
ima barem nekoliko rjeSenja u obliku algoritama s razliCitim sloZenostima, preciznoScu i tezi-
nom implementacije. Nekada ¢e odabir algoritma za prakti¢nu primjenu biti o€it, kao na primjer
ako imamo naivni algoritam Cija e brzina izvodenja eksponencijalno rasti s porastom unosa i
sofisticiran algoritam koji razdvaja glavni problem na viSe manijih kako bi ih prije rijeSio u manje
vremena.

Danas je racunalna geometrija omogucila razvoj racunalnog vida, robotike, geografskih
informacijskih sustava i mnogih drugih podrucja ciji je temelj geometrijska obrada podataka.
Zbog razvoja racunalne geometrije danas postoje autonomni automobili, automatizirana skla-
dista, 3D printanje i mnoge tehnologije koje su nekada izgledale nemogucée. Obradeni algoritmi
i problemi u radu imaju za svrhu prikazati nacin razmi$ljanja unutar racunalne geometrije kao
uvod u racunalnu 2D geometriju. Odredeni algoritmi su implementirani u programskom jeziku
Python, a vizualizacije su napravljene koristeci biblioteku Matplotlib. Sve implementacije se
nalaze na GitHubu na linku: https://bit.ly/3cRelQe. Algoritmi su opisani i dodatno prikazani
slikama izradenim u GeoGebri, a sve slike u radu je izradio autor zavrSnog rada.


https://bit.ly/3cRe1Qe

2. Racunalna geometrija

Geometrija kao podrucje matematike postoji od antike, a odatle i dolazi naziv ,geome-
trija“ Sto znaci ,mjerenje zemlje“. Glavni zadatak geometrije je prouCavanje i opisivanje svoj-
stava i odnosa objekata koji se nalaze u n-dimenzionalnom prostoru. S razvojem matematike,
razvijale su se i metode za rieSavanje geometrijskih problema. U pocecima, oni su se rjeSavali
vizualno na intuitivnoj razini, no formalizacijom matematickih metoda, dolazi se do algoritama
za njihovo rjeSavanje. U posljednjih nekoliko desetlje¢a, dolazi do potrebe za racunalnom obra-
dom geometrijskih objekata kao §to su toCke, duzine, poligoni i slicno. Kao odgovor na tu
potrebu, 70-ih godina se javlja raCunalna geometrija. Racunalna geometrija je polje racunar-
stva koje proucava, opisuje i razvija algoritme za efikasno rjeSavanje geometrijskih problema
koji kao ulaz primaju i kao rezultat vracaju geometrijske podatke [1].

Racunalna geometrija ima nekoliko podjela, no glavne dvije su kombinatorna racunalna
geometrija i numericka racunalna geometrija.

Kombinatorna raCunalna geometrija se jo$ naziva i algoritamskom geometrijom. Ovdje
je naglasak na diskretnim geometrijskim strukturama [1]. Diskretne strukture su objekti koji
poprimaju razli¢ite vrijednosti ili im se moze dodijeliti razliCita vrijednost, najcesc¢e prirodni broj.
Ovo podrucje racunalne geometrije se naziva kombinatornom racunalnom geometrijom zato
§to je kombinatorika podrucje matematike koje se bavi odnosima izmedu diskretnih struktura
[2]. Svi obradeni problemi (presjek segmenata, problem toc¢ke u poligonu, odredivanje konvek-
sne ljuske, Booleove operacije nad poligonima, problem triangulacije skupa to¢aka, Voronojev
dijagram) spadaju u kombinatornu rac¢unalnu geometriju, a ¢ine samo mali dio svih problema
koji se u njoj rjeSavaju.

Numericka racunalna geometrija odnosi se na prikazivanje objekata iz stvarnog svijeta
u oblicima pogodnim za CAD sustave. Za razliku od kombinatorne racunalne geometrije koja
se bavi diskretnim strukturama i ve¢inom radi sa poligonima i politopima, numericka racunalna
geometrija je usmjerena na prikaz krivulja i povrSina. U njoj je glavni naglasak na razvoju
numericki stabilnih algoritama koji ¢e proizvesti rezultate sa §to manjom pogreskom [3].

Neke prednosti razvoja racunalne geometrije su razvoj geometrijskih alata koji omo-
gucavaju efikasnije i lakSe rjeSavanje odredenih problema. Prije sistematskog proucavanja
postojecih algoritama, mnogi od njih su davali kriva rijeSenja za odredene rubne slucajeve ili su
jednostavno bili neefikasni. Druga prednost je $to je razvoj racunalne geometrije povezan s ra-
zvojem diskretne kombinatorne geometrije pa su napredci u jednom podrucju ujedno i napredci
u drugom. Na kraju, racunalna geometrija stavlja naglasak na dokazivanje slozenosti pojedi-
nog algoritma, ali i na numeriCkoj stabilnosti tog algoritma. Tako mogu nastati vrlo pouzdani
algoritmi sa visokom efikasno$¢u, a ponekada mogu nastati ,savrSeni algoritmi Cija slozenost
ne moze biti manja za dani problem [4].

lako je raCunalna geometrija vrlo raznolika i korisna disciplina, ipak ima odredena ogra-
nicenja. Kako se raGunalna geometrija najviSe fokusira na rjeSavanje problema koristeéi dis-
kretnu geometriju, tesko je rijesiti probleme koji nisu diskretni. Osim toga, rac¢unalna geometrija
se najviSe bazira na rjeSavanju problema koji se odnose na ,plosnate” objekte jer je za njih



mnogo lakSe odrediti sve slucajeve koriStenja pa tako i slozenost samog algoritma za rjeSava-
nje problema. Na kraju, u raCunalnoj geometriji se dimenzija promatranog prostora ¢esto uzima
kao neki maniji prirodni broj kako bi se uop¢e mogli konstruirati algoritmi koji rieSavaju dani pro-
blem. Sto je dimenzija prostora veéa, to je teZze nadi algoritme koji ée rje$avati probleme u
tom prostoru. Iz tog razloga, velika vecina algoritama koji su proizasli iz racunalne geometrije
rieSava probleme u dvodimenzionalnom ili trodimenzionalnom prostoru [4].

Racunalna geometrija ima mnoge primjene unutar razli¢itih polja racunarstva. Tako na
primjer u racunalnoj grafici na temelju presjeka kursora miSa i odredene povrsine na monitoru,
racunalo moze odrediti na koju to¢ku monitora je korisnik pritisnuo miSem, u robotici roboti
mogu pronaci odredeni put do nekog objekta i pritom izbjegavati razne prepreke, u geografskim
informacijskim sustavima mozemo pronaci presjeke razlicitih vrsta geografskih karata kako bi
dobili potpunu sliku nekog podrucja, u CAD-u se odredeni objekti mogu simulirati kao presjeci
poligona i tako dalje. Samo iz ovih par navedenih primjera, lako je za zakljuciti koliko znacenje
racunalna grafika ima u svakodnevnom zivotu, a da nismo ni svjesni [5].



3. Problem presjeka skupa duzina

Za dani skup duzina S koji se sastoji od n duzina Dy, D-, ..., D,, u ravnini, Zele se pronaci
sva njihova sjecista. Pretpostavlja se da su sve duzine zadane kao parovi dviju razli¢itih to¢aka
koje nazivamo krajnjim tockama A i B [6].

3.1. Odredivanje sjecista dviju duzina

Prije rijeSavanja problema presjeka skupa duzina, potrebno je osmisliti nacin otkrivanja
sjeciSta izmedu samo dviju duzina. Nakon toga, vrlo lako se moZe doci barem do naivnog
algoritma za rje$avanje problema presjeka skupa duzina.

Za razliku od trazenja sjecista izmedu pravaca, trazenje sjecista duzina ima nekoliko
dodatnih rubnih sluCajeva. Kako su pravci beskonacne duljine, jedini rubni slu¢aj kada se ne si-
jeku je kada su paralelni. Ako nisu, tada se samo trazi rjeSenje sustava dviju jednadzbi pravaca.
Dvije duzine imaju beskona¢no mnogo pozicija u kojima se ne sijeku stoga nije dovoljno samo
provjeriti jesu li paralelne. Za duzine ne postoji eksplicitna jednadzba, no moze se izvesti pa-
rametarska jednadzba duzine preko vektorske jednadzbe pravca. Pogledajmo prvo vektorsku
jednadzbu pravca:

Dy
1
STl
+
~
<y

po je pozicijski vektor neke toCke na pravcu, a v je vektor smjera. Ako su zadane dvije tocke
nekog pravca, T} i T», tada ve¢ imamo pozicijski vektor jedne toCke, a oduzimanjem pozicijskih
vektora koje te dvije toCke predstavljaju mozemo dobiti i vektor smjera pravca. To znacli da ¢
mozemo prikazati kao razliku p'i py. U tom slu¢aju mozemo zamisliti da te dvije toCke omeduju
neku duzinu D koja se nalazi na pravcu. Vektorska jednadzba pravca ¢e vraéati tocke koje se
nalaze na toj duzinu za svaki t gdjeje 0 <t <1. Akojet = 0ilit = 1 tada dobivamo krajnje
tocke T i T, duZine D. Stoga parametarska jednadzba duzine glasi:

pi=po+t-(P—po), 0< t<1,teR

gdje je p; pozicijski vektor neke toCke na duzini, a py i p su pozicijski vektori krajnjih toc¢aka
duzine. Pretpostavimo da imamo dvije duzine P, P, i P3P,. JednadZbe tih duzina tada glase:

pi=pi +t-(p3—pi), 0< t<1,teR

pi=p3 + s-(pr—p3), 0< s<1,seR



gdje su p1, pa, P3 i Py pozicijski vektori predstavljeni tockama P;, P», Ps i Py . Nakon toga, kao
i sa pravcima, pokuSavamo naci rieSenje sustava dviju jednadzbi duzina gdje su nepoznanice
parametri ¢ i s. TraZzenje sjecista duzina pocinjemo s pretpostavkom da postoji neka tocka p;
koja pripada objema duzinama. Odnosno,

p1+t-(p2—pi) = p3+s-(pi—p3) .

Akoje 0 <t <1i0 < s <1tadaznamo da se te dvije duzine sijeku (odnosno imaju zajednicku
tocku). Prvo moramo izraziti t i s:

_ i)+t (32— pi)
pi — P3

(p3 —p1) + s-(p1—p3)

t = — =
b2 — 1

Kako bi dobili koeficijent s, prvo moramo prikazati koeficijent ¢ preko koordinata krajnjih
toCaka. IzjednaCavanjem tih dviju jednadzbi, dolazimo do jednadzbe za koeficijent s:

_ (x3 —x1) + 5+ (x4 — x3)
Tro — T

(y3 —y1) + 5 (ya — y3)
Y2 — Y1

t =

(3 —x1) +5- (¥4 —23) (y3—y1)+8'(y4—y3)/

T2 — X1 Y2 — 1

(z2 — 21)(y2 — Y1)

(3 —21)(y2 —y1) + 5 (24— 23)(y2 —y1) = (y3 — y1) (22 — 21) + 5 (ya — y3) (w2 — 71)

s (w4 —3)(y2 —y1) — s~ (ya —y3) (w2 — 21) = (y3 — Y1) (@2 — 1) — (23 — 21)(y2 — 1)

s [(xa —23)(y2 —y1) — (ya — y3) (w2 — 21)] = 22(y3 — y1) — 21(y3 — y1) — 23(y2 — y1) + 21(y2 — y1)

s [(w4 —23)(y2 — y1) — (Ya — y3)(x2 — x1)] = Toys — Toy1 — T1Y3 + T1Y1 — T3Y2 — T3Y1 + T1Y2 — T1Y1

5‘[(904—963)(92—91)—(y4—y3)($2—$1)] = ToY3—ToY1—T1Y3—T3Y2—TL3Y1+T1Y2—L1Y1 + T1Y1



s [(wa —23)(y2 —y1) — (ya — y3) (22 — z1)] = x1(y2 — y3) + 2(ys — 1) — x3(y2 — 1)
[ (xg —23) (Y2 — y1) — (ya — y3) (w2 — 21)

_ z1(y2 — y3) + @2(ys — y1) + z3(y1 — y2) -1
(x4 —x3)(y2 —y1) — (4 — y3) (22 — 21) 1

_ 21(ys — y2) +w2(y1 — y3) + 23(y2 — y1)
(ya — y3) (w2 — 21) — (x4 — 23)(y2 — y1)

Na slican nacin dolazimo do koeficijenta ¢:

_ (x1 —x3) +t- (22 — 21)
T4 — T3

~ (yr—wy3)+te(y2 —y1)
Ys — Y3

(x1 —x3)+t- (w2 —21) (yl—y3)+t-(y2—y1)/
T4 — T3 Ya — Y3

(24 — 23)(ya — y3)
(1 —23)(ya —y3) +t - (v2 — 21)(ya — y3) = (Y1 — y3) (x4 — 23) +t - (y2 — 1) (74 — 73)

te (w2 —21)(ys —y3) — 5 (Y2 — y1) (x4 — @3) = (Y1 — y3)(xa — x3) — (¥1 — 23) (Y4 — ¥3)

t-[(ze —21)(ya —y3) — (Y2 — v1) (w4 — 23)] = 24(y1 — y3) — 23(y1 — ¥3) — 21(ya — y3) + 23(y4 — ¥3)
t-[(r2—21)(ya—y3)— (Y2~ 1) (wa—23)] = 21(y3—ya) +2a(y1—Y3) —T3y1 +T3y4s—T3Ys + T3Ys3

t-[(ze —21)(ya —y3) — (Y2 — y1) (w4 — x3)] = 21(ys — ya) + 2a(y1 — y3) + 23(y4 — v1)
/(T2 —21)(ya — y3) — (Y2 — y1) (24 — x3)

21(ys —ya) +alyr —y3) +x3(ya—y1) , -1

= (w2 —21)(ya —y3) — (2 — 1) (wa —a3)  —1

r1(ys — ya) + 2a(y1 — y3) + 23(ys — 1)
(y2 —y1)(2a — 23) — (w2 — 21) (Y4 —y3)

t=

Uvrstavanjem vrijednosti toCaka P, P, Ps i Py u jednadzbe koeficijenata dobiti ¢emo



neke realne brojeve. Kao $to je ranije receno, ako su ti realni brojevi izmedu 0 ili 1 tada postoji
sjeciSte duzina, odnosno ako su 0 <t < 1i0 < s < 1 tada znamo da se dvije duZine sijeku.
Ukoliko zelimo saznati koordinate sjecista, potrebno je samo uvrstiti jedan od koeficijenata u
odgovarajucu jednadzbu [7].

Implementacija trazenja sjecista

Implementacija trazenja sjecista je samo primjena ranije izvedenih formula. Metoda
sjeciste je metoda klase Duzina. Parametri self i duzina su objekti klase Duzina, a njihovo
sjeciste trazimo. Prije samog trazenja sjeciSta, potrebno je provjeriti jesu li dvije duzine pa-
ralelne. Ukoliko jesu, potrebno je provjeriti preklapaju li se te dvije duzine ili ne. Ako se ne
preklapaju, tada sjeciste ne postoji. Ako nisu paralelne, vrijednosti krajnjih to¢aka danih duzina
se unose u formule koeficijenata i ako postoji sjeciste, ono se rac¢una uvrstavanjem vrijednosti
koeficijenta ¢ u jednadzbu duzine te se dobiva neka tocka (sjeciste).

def sjeciste(self, duzina):
vektor_self = self.u_vektor()
vektor_other = duzina.u_vektor()
if vektor_self // vektor_other:
if duzina.A.pripada_duzini(self):
return duzina.A
elif duzina.B.pripada_duzini(self):
return duzina.B
elif self.A.pripada_duzini(duzina):
return self.A
elif self.B.pripada_duzini(duzina):
return self.B
else:

return Tocka(None, None)

t = ((self.A.x * (duzina.B.y - duzina.A.y)
+ duzina.A.x * (self.A.y - duzina.B.y)
+ duzina.B.x * (duzina.A.y - self.A.y))
/ (vektor_other.vektorski_produkt(vektor_self)))

s = ((self.A.x * (duzina.A.y - self.B.y)
+ self.B.x * (self.A.y - duzina.A.y)
+ duzina.A.x * (self.B.y - self.A.y))
/ (vektor_self.vektorski_produkt(vektor_other)))

if 0 <=t <=1and 0 <= s <= 1:
return self.A + (self.B - self.A).mnozenje_skalarom(t)



return Tocka(None, None)

3.2. Brute Force algoritam

Brute Force algoritam za trazenje sjeciSta skupa duzina je najjednostavniji za imple-
mentirati. Potrebno je usporediti svaku duzinu u skupu sa svakom drugom duzinom u skupu i
probati pronacdi sjeciste tih duzina. Ukratko, koristenjem ugnijezdene for petlje, prolazimo kroz
sve duzine i svaki put kada naidemo na sjeciste, pohranjujemo ga u listu sjecista. Ocito, kako
bi usporedili sve duzine potrebno je O(n?) vremena jer kroz listu duzina moramo pro¢i jednom
za svaku od duzina. Zbog velike slozenosti, Brute Force algoritam nema previSe praktiCnih
primjena. Postoje mnogo optimalniji algoritmi od kojih je jedan Sweep Line algoritam.

def presjek_segmenata(duzine):

sjecista = []

br_duzina = len(duzine)

for i in range(br_duzina):

for j in range(i + 1, br_duzina):
sjec = duzine[i].sjeciste(duzine[j])
if not sjec.prazna():
sjecista.append(sjec)
return sjecista

Slika 1: Prikaz implemetacije presjeka skupa duzina



3.3. Sweep Line algoritam

Sweep Line algoritam se temelji na poopcenju algoritma za trazenje preklapanja inter-
vala realnih brojeva u jednoj dimenziji. Taj algoritam radi sa skupom intervala realnih brojeva
X = {81,5, ..., S} gdje je svaki interval ogranicen sa svojim najmanjim brojem, Sy, i
najveCim brojem S, .. Ukratko, problem u jednoj dimenziji se rjeSava tako da se uzlazno sor-
tiraju sve krajnje vrijednosti intervala iz skupa X. Nakon toga, iterira se kroz sortirani skup, a u
zasebnu strukturu podataka se unosi ili briSe interval, ovisno je li se naiSlo na najmaniji ili naj-
veci broj intervala. Ako se kroz iteriranje sortiranog skupa naide na najmanji broj Sy, nekog
intervala, taj interval se pohranjuje u strukturu. Ukoliko se naide na najveci broj S,,..,,, interval
se izbacuje iz strukture. Znamo da je doSlo do preklapanja skupova ako poku$amo pohraniti
neki interval u strukturu, a ona nije prazna. OgCito, ovo rieSenje zahtjeva nekoliko preinaka prije
nego $to se moze primijeniti na dvije dimenzije [6].

U dvije dimenzije, cilj algoritma je smanijiti broj potencijalnih duzina za usporedbu kako
bi pronasli sva sjecis$ta. Za pocCetak, potrebno je definirati pojam usporedivosti dviju duzina u
ravnini. Za dvije duzine D, i Dy kazemo da su usporedive ako postoji pravac p paralelan s y-0si
koji ih sjeCe po istoj apscisi . Ovisno o udaljenosti sjecista S; i Ss i pravca p, kazemo da je
duzina Dy ,iznad“ duZine D, ako sjeci$te S; ima vecu ordinatu nego sjeciste So.
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Slika 2: Prikaz dvije duzine koje ispunjavaju uvjet usporedivosti za Sweep Line algoritam. U
ovom slu¢aju, duzina CD je iznad duzine AB

Ova usporedivost je razlog zbog kojeg se algoritam zove Sweep Line (linija ,proces-
ljlavanja“). Naime, kako bi smanijili moguce kandidate za duZine koje se sijeku, potrebno je
Joremesti“ sve duzine iz nekog smjera (u ovom slucaju s lijeva na desno) pomocu pravca p i
provjeriti ispunjavaju li one uvjet usporedivosti jedna s drugom. Ako ne, tada ne moramo traziti
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njihovo sjeciste [6].

Za izvrSavanje algoritma potrebne su dvije strukture podataka, jedna u koju cemo spre-
mati duzine koje potencijalno imaju sjeciste i druga u koju éemo pohranjivati tocke dogadaja
po kojima ¢e se kretati pravac p. Nazovimo prvu strukturu LS (Line Segments), a drugu EP
(Event Points). Sve duzine unutar strukture LS su sortirane prema njihovom polozaju u odnosu
sa ostalim duzinama u strukturi. To znaci da u strukturi LS duzina moze biti ,ispod” ili ,iznad"
neke druge duzine prema pravilu usporedivosti. Druga struktura E P sastoji se od toCaka doga-
daja koje su sortirane uzlazno prema apscisama. To¢ka dogadaja je to¢ka u kojoj izvrSavamo
odredene operacije nad skupom duzina, ovisno o vrsti toCke dogadaja. Slicno kao u jednoj
dimenziji u kojoj postoje dvije tocke dogadaja (Snje,, | Snaene): U Sweep Line algoritmu postoje
tri vrste toCaka dogadaja: lijeva, desna i sjeciSte. Lijeva toCka dogadaja je krajnja toCka neke
duzine Cija apscisa je manja od druge krajnje toCke (ona koja je viSe “lijevo” u koordinatnom
sustavu). Druga krajnja toCka te duzine je tada desna to¢ka dogadaja. Tre¢a toCka dogadaja,
sjeciste, je svaka tocka u kojoj se sijeku dvije duzine. Svaki put kada se u strukturu EP unese
nova to¢ka dogadaja, mora biti dodana tako da to¢ke u strukturi ostanu sortirane.

Svaka toCka dogadaja ima skup operacija koje se moraju izvrSiti kada se na nju naide:

Lijeva - u strukturu LS pohranjujemo duzinu D kojoj pripada ta lijeva to¢ka. Nakon toga, tra-
Zimo presjek unesene duzine D i njenih dviju susjednih duZina: D;,, one ,iznad“ unesene
duZine, i D, one ,ispod“ unesene duzine. Ako je pronadeno sjeciste ili sjecista, ona se
pohranjuju u strukturu E P na odgovaraju¢e mjesto, ovisno o apscisama sjecista.

Desna - Prvo je potrebno pronaci duzinu D kojoj desna tocka pripada. Nakon toga, poku$a-
vamo pronadi sjeciste duzine D;, (koja je odmah iznad duzine D) i duzine Djs (koja je
odmah ispod duzine D). Ako to sjeciste postoji, pohranjuje se u strukturu EP. Na kraju,
potrebno je izbaciti duzinu D iz strukture LS.

Sjeciste - Nailaskom na sjeciste S, potrebno je pronaci duzine D; i D, Cije sjeciSte je S te
duzinu Dy, i duzinu D, . DuzZina Dy, je prva duZina iznad duzine Dy, a duzina D, je
prva duzina ispod duzine D,. Duzina D; mora biti iznad duzine D,. Zatim duzinama Dy
i Dy, zamijenimo mjesta u strukturi LS jer su nakon sjecista njihovi polozaji zamijenjeni
(D1 je sada ispod D). Na kraju, potrebno je probati pronaci sjeciste duzine Dy i Dy te
duzine Dy i Dy,. Ako su pronadena sjeci$ta, pohranjuju se u strukturu EP i algoritam
moze nastaviti dalje [6].

Algoritam se izvrSava tako da se na poCetku popunjava struktura EP sa krajnjim toc-
kama svih zadanih duzina. Nakon toga, po redu se iterira kroz svaku toCku strukture EP i
ovisno o vrsti toCke dogadaja izvrSavaju se operacije za tu toCku. Algoritam zavrSava kada se
prode kroz sve toCke iz strukture EP. Slika 3 prikazuje izvrSavanje Sweep Line algoritma sa
3 duzine. Svaki redak tablice prikazuje stanja LS i EP struktura nakon izvrSenih operacija za
odredenu tocku dogadaja te pronadena sjecista u tom koraku.
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Trenutna tocka LS EP Sjecista
A AB E,C,B,D,F [0}
E EF, AB C,B,D,F [0}
c EF, 4B, CD S.,B,D,F s,
S, EF, CD,4B B,S, D,F S, S,
B EF.CD S,,D,F S, S,
S, EF, CD D,F S, S,
D EF F S, S,
F ) ) S, S,

Slika 3: Prikaz Sweep Line algoritma. Svaka isprekidana zelena linija predstavlja pravac p za
odredenu tocku dogadaja. Plave toCke predstavljaju lijeve tocke dogadaja, ljubiCaste sjecista i
crvene desne toCke dogadaja

Za razliku od Brute Force algoritma, Sweep Line algoritam je mnogo brzi. TocCnije,
njegova slozenost je O(nlog n) naspram slozenosti Brute Force algoritma koja je O(n?). Glavna
prednost Brute Force algoritma je njegova lak$a implementacija, no rijetko ¢e se koristiti za
velike skupove duzina [6].
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4. Problem tocke u poligonu

Za neku toCku T i poligon P poku$avamo odrediti nalazi li se toCka 7" unutar poligona P
[8]-

Poligon definiramo kao podrucje ravnine zatvoreno rubovima, odnosno duzinama T} 75,

, T,T1 gdje su tocke Ty,Ts,..., T, vrhovi poligona. Poligoni mogu biti jednostavni ili slo-

Zeni. Poligon je jednostavan ako ima barem 2 vrha i ako se rubovi sijeku samo sa susjednim

rubovima u krajnjim tockama . Vazno je napomenuti da ¢e razliciti algoritmi za problem toCke u
poligonu mozda davati drugacije rezultate za slozene poligone.

Dva najpoznatija algoritma za odredivanje pozicije toCke u odnosu na poligon su Ray
Casting algoritam i Winding Number algoritam [9].

Slika 4: Jednostavni (plavi) i sloZeni (crveni) poligoni

4.1. Ray Casting algoritam

Ray Casting algoritam (,algoritam provedene zrake*) se provodi tako da se prvo provuce
polupravac p kroz zadanu toCku 7. Smijer polupravca nije bitan, bitno je samo da je s jedne
strane omeden toCkom T'. Zatim, raCunamo koliko puta polupravac p sijece poligon P, odnosno
njegove rubove. Ako je taj broj paran, tada se to¢ka nalazi izvan poligona, a ako je neparan,
tada je unutar poligona. Ako ne postoji ni jedno sjeciste, tada je toCka ocito izvan poligona.
Ukratko, svaki put kada polupravac naide na rub poligona ulazimo ili izlazimo iz poligona. Ako
pogodimo rub poligona samo jednom, tada smo izasli iz njega. Svaki drugi pogodak je ulazak
u poligon, a svaki neparan nakon toga je ponovo izlazak. Rubni slu¢aj pri izvodenju algoritma
je kada se naide na neki vrh poligona. Problem pri prolazenju kroz vrh je to se tehnicki pro-
lazi kroz dva ruba poligona stoga bi se to moglo brojati kao jedan ili dva ,pogotka®“. Jedno od
rieSenja tog problema je da se polupravac rotira oko tocke T' za neki vrlo malen kut. Nedostaci
tog pristupa su $to se tada ispoCetka moraju traziti sjecista sa svim rubovima poligona, ali osim
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toga postoji mogucnost da ¢emo ponovo pogoditi neki drugi vrh poligona. Drugo rjeSenje je da
se pronadeno sjeciste broji kao sjeciSte samo ako je ordinata sjecista jednaka ordinati krajnje
toCke ruba koji se sijeCe [6].

Slika 5: Prikaz Ray Casting algoritma za poligon P i toCku T

Implementacija Ray Casting algoritma

U implementaciji Ray Casting algoritma, metoda prima objekt klase Tocka, self, i objekt
klase Poligon, poligon. Sama metoda pripada klasi Tocka. Poligon je predstavljen kao lista
tocaka koje se mogu spoijiti po redu kako bi se dobili rubovi poligona. Umjesto da koristimo po-
lupravac p, stvaramo duzinu ¢ija je jedna krajnja toCka self, a druga toc¢ka je to¢ka s ordinatom
toCke self i apscisom koja je malo veca od najvece apscise u poligonu. Tako smo osigurali da
¢e duzina zavrSavati izvan poligona te ne¢emo propustiti nijedno sjeciste sa rubovima poligona.
Osim toga, tada mozemo ponovno koristiti funkciju za sjeciste duzina i ne moramo pisati klasu
za polupravac. Zatim, iteriramo kroz sve rubove poligona. Prvo provjeravamo pripada li tocka
self trenutnom rubu. Ako se toCka nalazi na rubu ili je jedna od krajnjih to¢aka tog ruba, tada
¢e funkcija vratili 0 kako bi oznacili da se toc¢ka tehniCki ne nalazi ni unutar ni izvan poligona,
ve¢ na njegovom rubu. U suprotnom, ukoliko duzina za presjek nije paralelna sa trenutnim
rubom, trazimo sjeciste izmedu ruba i duzine za presjek. Ako su trenutni rub i duzina paralelni,
tada se ili ne sijeku ili se preklapaju. U oba slu¢aja ne moramo brojati taj slu€aj kao sjeciste.
Ako je pronadeno sjeciSte, moramo provjeriti je li to sjeciSte jedan od vrhova poligona. Ako
je, provjeravamo je li ordinata sjecista jednaka ordinati krajnje tocke ruba koji se sijece i ako
je, povecavamo broj pronadenih sjecista za jedan. Na kraju, funkcija vra¢a 1 ili -1, ovisno o
tome koliko je sjecisSta pronadeno. Broj -1 oznaCava da je toCka izvan poligona, a vrijednost 1
oznacava da je toCka unutar poligona [6].
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def pripada_poligonu(self, poligon):
najdesnija_tocka_plus = Tocka(poligon.max_x() + 1, self.y)
if najdesnija_tocka_plus == self:

return -1

duzina_za_presjek = Duzina(self, najdesnija_tocka_plus)
rubovi_poligona = poligon.rubovi()
sjecista = 0
for rub in rubovi_poligona:
if self.pripada_duzini(rub):
return 0
if not rub.u_vektor() // duzina_za_presjek.u_vektor():
sjec = duzina_za_presjek.sjeciste(rub)
if not sjec.prazna():
if (sjec in (rub.A, rub.B)
and sjec.y == rub.manja_oridnata()
or sjec not in (rub.A, rub.B)):
sjecista += 1

return 1 + (sjecista % 2 == 0) * -2

754

0.0

-10.0 4

-10.0 -7.5 5.0 -25 0.0 2.5 5.0 75 10.0

Slika 6: Prikaz implementacije Ray Casting algoritma u Pythonu

4.2. Winding Number algoritam

Sljededi algoritam temelji se na broju navojaka. Ukratko, broj navojaka predstavlja koliko
puta se tocka T' okrene oko svoje osi prateci rubove poligona P. Konceptualno to mozemo
zamisliti kao dvoje ljudi gdje jedna osoba stoji na nekom mjestu i promatra drugu osobu kako
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hoda po nekom zamis$ljenom uzorku na podu. Svaki put kada se promatracC okrene oko svoje osi
u odredenom smjeru, povecava svoj broj namotaja. Tako je u Winding Number algoritmu toCka
T promatrac€, a rubovi poligona su kretanja druge osobe. Broj namotaja mozemo izraCunati
preko zbroja kutova izmedu duzina TP, i TP, 1 gdje su P, i P, 1 uzastopni vrhovi poligona P.
Ako je zbroj kutova 0, tada znamo da se toCka nalazi izvan poligona jer se toCka nije nijednom
okrenula sama oko sebe. U suprotnom, toCka je unutar poligona [8].

Slika 7: Prikaz Winding Number algoritma za dvije toCke, jedne unutar poligona (crveno) i
jedne izvan poligona (ljubi¢asto)

Implementacija Winding Number algoritma

Winding Number algoritam implementiran je kao metoda unutar klase Tocka. Njeni pa-
rametri su kao i u prijasnoj implementaciji, objekt klase Tocka, self, i objekt klase Poligon,
poligon. Algoritam krece tako da iteriramo kroz sve vrhove danog poligona. U svakoj itera-
ciji prvo provjeravamo pripada li toCka za provjeru duzini koju omeduju trenutni vrh poligona i
njegov susjedni vrh. Ukoliko pripada, znamo da se to¢ka za provjeru nalazi na rubu poligona.
Dalje, deklariramo tri vektora. Dva vektora, vektor_tocka_t1 i vektor_tocka_t2, od toCke za
provjeru prema vrhovima koje provjeravamo i jedan vektor, vektor_tocka_yos, koji poCinje od
toCke za provjeru, a paralelan je sa y-osi. Svaki vektor predstavljen je kao objek klase Vektor.
Zatim oduzimamo kutove vektor_tocka_yos. Zbog pravilnosti algoritma, moramo postaviti taj
kut u raspon od —7 do 7 . Tako dobivamo kut s predznakom kojim mozemo odrediti za koliko
smo se pomaknuli oko toCke za provjeru. Dobiveni kut zbrajamo sa svim dobivenim kutovima
u petlji, a na kraju provjeravamo je li taj zbroj vrlo blizu 0. Ukoliko je, znamo da se to¢ka nalazi
izvan poligona.

15



def pripada_poligonu_wn(self, poligon):
vrhovi_poligona = poligon.vrhovi
br_tocaka = poligon.broj_vrhova()

zbroj_kuteva = 0

for i in range(0, br_tocaka):
tocka_n = vrhovi_poligona[il
tocka_n_1 = vrhovi_poligona[(i + 1) % br_tocakal
rub_poligona = Duzina(tocka_n, tocka_n_1)

if self.pripada_duzini(rub_poligona):

return 0

vektor_tocka_n = Duzina(self, tocka_n).u_vektor()
vektor_tocka_n_1 = Duzina(self, tocka_n_1).u_vektor()

vektor_tocka_yos = Duzina(self, self + Tocka(0, 1)).u_vektor()

kut = (vektor_tocka_n_1.kut_izmedu_vektora360(vektor_tocka_yos)
- vektor_tocka_n.kut_izmedu_vektora360(vektor_tocka_yos))

if kut > math.pi:
kut -= 2 * math.pi

if kut < -math.pi:
kut += 2 * math.pi

zbroj_kuteva += kut
if abs(zbroj_kuteva) - EPSILON < 0 and abs(zbroj_kuteva) + EPSILON > 0:

unutra = -1

else:

1l
=

unutra

return unutra
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Slika 8: Prikaz implementacije Winding Number algoritma u Pythonu

Ova implementacija ima sloZzenost O(n) jer samo moramo pro€i kroz sve vrhove poli-
gona i izraGunati odreden kut. Winding Number i Ray Casting algoritam vracati e iste rezultate
za jednostavne poligone, no moguce je da ¢e vracati drugacija rieSenja za slozene poligone.
lako vrac¢aju drugacije rezultate, ni jedan ni drugi nisu pogres$ni, ovisno o definiciji. Naime, u
slozenim poligonima koji se preklapaju, unutrasnjost poligona se moze drugacije definirati za

podrucje preklapanja [8].
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Slika 9: Razlika u definicijama unutrasnjosti za Ray Casting i Winding Number algoritam. U
RC algoritmu (lijevo) toCka je izvan poligona, a u WN algoritmu (desno) toCka pripada poligonu
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5. Odredivanje konveksne ljuske

Za skup toCaka S kazemo da je konveksan ako su sve duzine definirane s bilo koje dvije
tocke Ty i T, iz skupa potpuno sadrzane u skupu to¢aka S. U suprotnome, skup je konkavan.
Konveksna ljuska skupa S je najmaniji konveksni skup to¢aka koji obuhvaéa sve toCke iz skupa
S. Konceptualno, konveksnu ljusku mozemo zamisliti kao podskup to¢aka nekog skupa koje
¢ine poligon oko svih ostalih to¢aka iz skupa tako da su sve moguée duzine izmedu toCaka
iz originalnog skupa potpuno sadrzane u tom poligonu. Zanimljiva vizualizacija konveksne
ljuske je ako tocke iz skupa S zamislimo kao Cavle zabijene u drvenoj plo¢i gdje svaki ¢avao
predstavlja jednu to¢ku iz skupa. Zatim, zamislimo da uzmemo gumicu i stavimo je oko tih Cavli
tako da se svi nalaze unutar gumice. Svi Cavli koji diraju gumicu predstavljaju konveksnu ljusku
[10].

Slika 10: Konveksni (plavo) i konkavni (ljubi¢asto) skup toCaka

Konveksne ljuske su vrlo korisne za pracenje i ocrtavanje objekata pa se Cesto koriste
u racunalnom vidu. Osim toga, konveksne ljuske koriste se u izbjegavanju sudara, obradi slika,
teoriji igara... Kako je konveksna ljuska jedna od naj¢esce koristenih struktura u racunalnoj
geometriji, postoji mnogo algoritama za njeno pronalazenje, a neki od najpoznatijih su Jarvis
March algoritam, Graham Scan algoritam i QuickHull algoritam. Naravno, postoje i naivni
algoritmi, no praktiCki su neiskoristivi zbog svoje vremenske slozenost, a nisu mnogo laksi za
implementirati od nekih optimalnijih algoritama [11].
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5.1. Jarvis March algoritam

Jedan od najlaks$ih algoritama za trazenje konveksne ljuske skupa toCaka je Jarvis
March algoritam. Jo$ se naziva i Gift Wrapping algoritam (algoritam zamatanja poklona) zbog
nacina na koji se izvodi. Prvi korak algoritma je trazenje "najljevije" toCke u zadanom skupu
toCaka jer ¢e ona sigurno pripadati konveksnoj ljusci. Nju ¢emo oznaciti kao tocku 77. Nakon
toga, u drugom koraku biramo prvu sljedec¢u tocku u skupu i oznac¢avamo je kao potencijalnu
tocku konveksne ljuske T,. Zatim, u tre€em koraku iteriramo kroz skup to¢aka dok ne pronade-
nom toCku T3 takvu da su tocke 71,75 i T5 poredane u smjeru suprotnom od kazaljke na satu.
Jo§ jedan mogu¢ nacin definiranja pravilne tocke T35 je ako je toCka T3 s lijeve strane vektora
TT,. Kada naidemo na takvu tocku, T poprima vrijednost toCke T3 i nastavljamo prolaziti
kroz toCke zadanog skupa trazec¢i tocku novu to¢ku T3 za koju su tocke T4, Ty i T3 poredane u
smjeru obrnutom od kazaljke na satu. Nakon §to su pregledane sve toCke u skupu, tocku 75
biliezimo kao to¢ku u konveksnoj ljusci. Zatim, prije ponavljanja drugog i treceg koraka, tocka
T, poprima vrijednost posliednje pronadene tocke konveksne ljuske i zavrSavamo sa tre¢im
korakom. Drugi i tre¢i korak ponavljamo sve dok se ne vratimo do najljevije tocke.

Algoritam se temelji na svojstvu konveksne ljuske da su svi unutarnji kutovi poligona
kojeg Cini konveksna ljuska maniji ili jednaki 180°. Ukoliko su tri toCke, Ty, T3 i T3, poredane u
smjeru kazaljke na satu, tada je kut izmedu vektora 7175 i T5T5 veéi od 180°. Tada znamo da
druga tocka 75 u tom poretku ne pripada konveksnoj ljusci. SloZzenost algoritma je O(nh) gdje
je n broj toCaka u zadanom skupu, a h je broj to¢aka konveksne ljuske. U najgorem slucaju
kada su sve tocke u skupu dio konveksne ljuske, sloZzenost ¢e biti O(n?). [11].
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5.2. Graham Scan algoritam

Kako Jarvis March algoritam moze postiéi slozenost od O(n?), potrebno je naéi opti-
malniji algoritam. Graham Scan je bolji algoritam za trazenje konveksne ljuske i pronalazi ju
u optimalnom vremenu. Njegova slozenost za najgori slucaj je O(nlogn).Osim toga, Graham
Scan algoritam je vrlo jednostavan za implementirati jer se temelji na sortiranju i pretrazivanju
skupa toCaka. Svejedno, Graham Scan algoritam ne mora biti najbrzi za prosjeCne slucajeve
izvodenja. Prvi korak algoritma je odabir toCke T, prema kojoj ¢emo izvrSiti sortiranje skupa
toCaka prema polarnom kutu i udaljenosti od te toCke. Polarni kut je kut koji neka tocka za-
tvara s apscisom u smjeru suprotnom od kazaljke na satu. Kako bi ga dobili, prvo sve toCke
translatiramo tako da se toCka 7T, nalazi u ishodistu koordinatnog sustava. To¢ka T, moze biti
bilo koja toCka iz zadanog skupa. Zatim sve toCke sortiramo prema kutu koji one zatvaraju s
apscisom. Translacija se izvodi kako bi mogli povuéi duzinu TyT,, gdje je T, bilo koja tocka
iz zadanog skupa. Duzinu T,yT,, koristimo kako bi odredili kut izmedu nje i apscise, odnosno
izmedu toCke T, i apscise. U samoj implementaciji ne mora dolaziti do translacije, ali to ¢e biti
objasnjeno u samoj implementaciji. Ako naidemo na dvije toCke koje imaju isti polarni kut, tada
je drugi kriterij za sortiranje koja je tocka udaljenija od toCke Ty. Ovakvim sortiranjem smo za-
pravo toCke poredali "u krug" oko tocke Ty, a kretanjem tim krugom ¢emo po redu dobiti tocke
koje pripadaju konveksnoj ljusci. Sortirane tocke su pohranjene u dvostruko vezanu listu zbog
lakSeg pretrazivanja [6].

21



B
® 1. e 2
2 2
D
A ® \ B Q
° e °
1 1
v D
A [ J
3 -2 -1 0 1 2 3 2 -1 0 1 2
c
] Q
-1 -1
e
-2 -2
]
2 2
B T
2
[ ] [ ]
1 1
d
T
1
o
Ty
3 ) 3 2 1 0 1 2
-1
T
3 -2
[ ]

Slika 12: Prikaz sortiranja prema polarnom kutu

U drugom koraku, trazimo toCku T,,;, koja ima najmanju ordinatu od svih to¢aka u za-
danom skupu. Nakon sortiranja, kre¢e "skeniranje" sortiranog skupa. Za bilo koje tri uzastopne
tocke T),, Ty,+1 1 T,12 definiramo "lijevo" i "desno skretanje". Kazemo da tri tocke T}, Ty, 41 i Tri2
¢ine "lijevo skretanje" ako je kut koji one zatvaraju maniji od 180° (odnosno «). U suprotnom,
tocke Cine "desno skretanje". Skeniranje se odvija provjeravanjem Cine li neke tri uzastopne
tocke T, T,+1 i T,,12 lijevo ili desno skretanje. Ukoliko Cine lijevo skretanje, pomi¢emo se za
jednu toCku unaprijed i dalje provjeravamo kakvo skretanje Cine tri nove toCke 7,11, Tyio i
T,.+3. Ako naidemo na desno skretanje, drugu to¢ku u nizu, T,,11, izbacujemo iz liste i dalje
skeniramo to¢ke T,,_1, T;, i T,,+-3. ToCke se "skeniraju" sve dok ne dodemo ponovno do tocke
Twmin- Skeniranje krece od tocke Ty, i Njenih dvaju sljedbenika iz skupa sortiranih to¢aka, T i
T5. Na kraju skeniranja imamo poredane toCke konveksne ljuske za zadani skup toCaka. Kako
se toCke mogu sortirati sa slozenosti O(nlogn), a nakon toga se skeniranje izvodi jednom za
svaku toCku u sortiranom skupu, slozenost ne moze biti ve¢a od O(nlogn) [6].
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Slika 13: Izvodenje Graham skena nakon pronadene tocke s najmanjom ordinatom

Implementacija Graham Scan algoritma

Implementacija Graham Scan algoritma se razlikuje od opisanog Graham Scana u ne-
koliko detalja koji ne utjeCu na ukupnu sloZenost algoritma. Za pocetak, prvih par linija samo
provjerava sastoji li se dana lista objekata klase Tocka od najmanje dva elementa jer konveksnu
ljusku ne mozemo odrediti za manje od dvije toCke. Zatim izbacujemo sve duplikate iz zadane
liste i krecemo s izvodenjem Graham Scana. Umjesto da prvo sortiramo toCke prema polarnom
kutu, u implementaciji prvo trazimo toCku s najmanjom ordinatom. Tek nakon toga sortiramo
tocke prema "polarnom” kutu. Umjesto da sve toCke translatiramo i odredujemo polarni kut
izmedu tih toCaka i x-osi, stvaramo vektor koji je paralelan s x-osi i prolazi kroz to¢ku s najma-
njom ordinatom te toCke sortiramo prema kutu koji one zatvaraju s tim vektorom. Rezultat ¢e
ostati isti samo ne¢emo prvo morati traziti tocku s najmanjom ordinatom u listi kako bi krenuli
sa skeniranjem. Nakon toga, krecemo sa skeniranjem. Da bi provjerili dolazi li do lijevog ili
desnog skretanja, dovoljno je provjeriti je li vektorski produkt izmedu vektora koji definiraju prva
i druga tocka i vektora koji definiraju druga i treca toc¢ka jednak ili manji od nule. Ako je vektorski
produkt maniji ili jednak nuli, tada se treca toCka nalazi s lijeve desne strane prvog vektora $to
je isto kao da dva vektora zatvaraju kut veéi od 180°. Na kraju, vratamo sortiranu listu to¢aka
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koje Cine konveksnu ljusku.

def konveksna_ljuska(tocke):
br_tocaka = len(tocke)

if br_tocaka < 2:

raise PremaloTocakaError("Premalo toCaka za odredivanje konv. ljuske")
if br_tocaka == 2:

return tocke

tocke = list(set(tocke))

indeks_najnize_tocke = pronadi_indeks_najnize_tocke(tocke)
najniza_tocka = tocke[indeks_najnize_tocke]

tocke.pop(indeks_najnize_tocke)
tocke.sort(key=lambda tocka: (najniza_tocka.polarni_kut(tocka),
tocka.udaljenost_od(najniza_tocka)))

tocke.append(najniza_tocka)

indeks_n = -1

tocka_1l = tocke[indeks_n]
tocka_2 = tocke[indeks_n + 1]
tocka_3 = tocke[indeks_n + 2]
while tocka_3 !'= najniza_tocka:

duzina_t1_t2 = Duzina(tocka_1l, tocka_2)

if tocka_3.lijevo_od(duzina_tl1l_t2):
indeks_n += 1

else:
tocke.pop(indeks_n + 1)

indeks_n -=1
tocka_l = tocke[indeks_n]
tocka_2 = tocke[indeks_n + 1]
tocka_3 = tocke[indeks_n + 2]

return tocke



Slika 14: Prikaz implementacije Graham Scan algoritma

5.3. QuickHull algoritam

QuickHull algoritam je prakticki najbrzi algoritam za traZzenje konveksne ljuske. lako mu
je slozenost za najgori slu¢aj O(n?) , QuickHull se prosjecno izvodi sa sloZenosti O(nlogn)
zbog Cega je postao najkoristeniji algoritam za trazenje konveksne ljuske. Algoritam se teme-
lii na podijeli zadanog skupa toCaka na manje podskupove i njihovom pretrazivanju. Kao i u
Jarvis March i Graham Scan algoritmima, prvo je potrebno pronaci toCke koje sigurno pripa-
daju konveksnoj ljusci. Za dani skup tocaka uvijek postoje Cetiri toCke koje definitivno pripadaju
konveksnoj ljusci (ako se skup toCaka sastoji od barem 4 tocke). To su toCke s najmanjom
apscisom, najmanjom ordinatom, najve¢om apscisom i najve¢om ordinatom. U prvom koraku
algoritma trazimo dvije od tih &etiri tocke i tada kroz njih povlagimo usmjerenu duzinu D. Naj-
cescCe, za te dvije toCke se uzimaju toCka s najmanjom i tocka s najvecom apscisom ("najljevija"
i "najdesnija" tocka u zadanom skupu). Novonastala usmjerena duzina D dijeli zadani skup to-
8aka na dva dijela. Nakon toga, pronalazimo to¢ku 7' koja se nalazi najdalje od duzine D s
njene lijeve strane. ToCka T pripada konveksnoj ljusci, a sve tocke koje se nalaze u trokutu
ADATDg, gdje su Dy i Dp krajnje tocke duzine D, sigurno se ne nalaze u konveksnoj ljusci
zadanog skupa stoga ih viSe ne moramo provjeravati. Stranice trokuta AD T Dp su tri usmje-
rene duzine D47, TDp i DoDp. Za stranice m [ TTE? trazimo najudaljeniju toCku s njihove
lijeve strane. Postupak trazenja najudaljenije toCke i izbacivanja toCaka koje se nalaze u trokutu
koju ta toCka Cini sa stranicom trokuta koji je nastao u prijasnjem koraku ponavljamo sve dok
viSe nema toCaka za pretrazivanje. Cijeli taj postupak ponavljamo i za desnu stranu zadanog
skupa toCaka. Algoritam ima sloZzenost O(nlogn) jer je za poCetno pretrazivanje najudaljenijih
to¢aka potrebno iterirati kroz sve togke s lijeve i desne strane duzine D. Kasnije se taj skup
toCaka za pretrazivanje smanjuje (ili u najgorem slucaju ostaje isti) svaki put kada pronademo
najudaljeniju toCku i uklonimo sve tocke koje se sigurno ne nalaze u konveksnoj ljusci [12].
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6. Booleove operacije nad poligonima

Osnovne Booleove operacije nad skupovima su unija (U), presjek (N) i razlika (—).
Svaka dva poligona mozemo zamisliti kao dva skupa to¢aka zatvorena duzinama. Tako i nad
poligonima mozemo izvoditi Booleove operacije. Unija dvaju poligona predstavlja skup svih
toCaka koje pripadaju jednom ili drugom poligonu, odnosno skup svih to¢aka oba poligona.
Presjek dvaju poligona je skup svih to¢aka koje se nalaze u prvom i u drugom skupu, odnosno
skup zajedniCkih to¢aka oba poligona. Na kraju, razlika dvaju poligona P; i P, je skup svih
toCaka koje pripadaju poligonu Py, ali ne pripadaju poligonu P,, odnosno to je skup toCaka
poligona P, bez toCaka iz poligona P,. Za razliku od unije i presjeka, razlika nije komutativna.
Neki od konceptualno laksih algoritama za provodenje Booleovih operacija nad poligonima su
Greiner-Hormann i Avraham-Knott algoritam [13].

Slika 16: Prikaz osnovnih Booleovih operacija
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6.1. Greiner-Hormann algoritam

Greiner-Hormann algoritam je jedan od najpoznatijin algoritama za izvodenje presjeka
dvaju poligona. Algoritam radi za sloZzene i nekonveksne poligone. Dodatno, algoritam se
moze vrlo jednostavno preinaciti tako da podrzava uniju i razliku poligona. Za razliku od vecéine
algoritama za Booleove operacije nad poligonima koji postoje, Greiner-Hormann algoritam je
mnogo jednostaniji za implementirati.

Algoritam se sastoji od tri koraka. Prvi je pronalazenje sjecista izmedu rubova poligona,
drugi je oznacavanije sjecista kao "ulaznih" ili "izlaznih", a treCi je povezivanje odredenih toCaka
oba poligona kako bi dobili njihov presjek. Za izvodenje algoritma potrebne su dvije strukture:
posebna struktura za prikaz toCke i dvostruko vezana lista tih toCaka. Za toCku Zelimo da
sadrzi nekoliko atributa. Koordinate, sljedeci i prijasnji vrh poligona, sljedeci poligon, je li tocka
sjeciste, je li toCka ulazna ili izlazna, koja je susjedna tocka i alfa koeficijent. Koordinate, sljededi
i prijadnji vrh poligona su potrebne za prikaz tocke i kretanje kroz listu. Podatak o sljedecem
poligonu Ce sluziti za sluCaj da presjekom ili razlikom dobijemo viSe poligona, a sadrzavati ¢e
iduéi nastali poligon nakon trenutnog. Svaka tocka koja je sjeciSte mora tako biti i oznacena jer
su sjecista vrlo vazan dio izvodenja algoritma. Sjeciste moze biti ulazno ili izlazno, odnosno ako
se kre¢emo po jednom poligonu i nademo na sjeciste s drugim, biljezimo ulazimo li ili izlazimo
iz poligona u toj tocci. Atribut za susjednu toCku ponovno se odnosi samo na sjecista. Svaki
put kada naidemo na sjeciSte, ono mora pokazivati na svoju kopiju u skupu to¢aka drugog
poligona. Na kraju, alfa koeficijent koji opisuje gdje se sjeciste nalazi na rubu, a ima vrijednost
od 0 do 1. Ukoliko je vrijednost to¢no 0 ili tocno 1, znamo da je sjeciste ujedno i vrh §to je
zapravo rubni slucaj koji ¢emo kasnije rijesiti.

U prvom koraku se prolazi kroz svaki rub oba poligona i traze se njihova sjecista. Za
svako pronadeno sjeciSte, racuna se njegov alfa koeficijent. Svako sjeciSte se pohranjuje u
dvostruko vezanu listu izmedu toCaka izmedu kojih se nalazi i u poligonu. Sjeciste se mora po-
hraniti u dvostruko vezanu listu toCaka oba poligona. Kao $to je prije navedeno, svako sjeciste
sadrzi pokaziva¢ na svoju kopiju iz liste to¢aka drugog poligona. Ako nakon prvog koraka ne
postoji ni jedno sjeciste, jedan od dva poligona se nalazi u drugom. U tom slu¢aju, uzimamo
bilo koji vrh bilo kojeg poligona i odredujemo nalazi li se on unutar ili izvan drugog poligona. Ako
se taj vrh ne nalazi unutar drugog poligona, znamo da se cijeli drugi poligon nalazi unutar prvog
i potrebno je vratiti cijeli drugi poligon kao presjek. U suprotnom, vraca se prvi poligon. Prvi
korak algoritma za neka dva poligona prikazan je na slici [17]. P1 i P2 predstavljaju dvostruko
vezane liste toCaka svakog poligona.
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Slika 17: Prvi korak Greiner-Hormann algoritma
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U drugom koraku se kre¢emo po tockama oba poligona. Svaki put kada naidemo na
sjeciste, biljezimo je li ono ulazno ili izlazno. Prvo je potrebno uzeti pocCetni vrh od kojeg kre-
¢emo i odrediti nalazi li se on unutar drugog poligona. Ako da, tada znamo da ée prvo sjeciste
biti izlazno. U suprotnom, prvo sjeciste je ulazno. Svako iduée sjeciSte na koje naidemo ¢e
imati suprotan "smjer" od prijasnjeg. Na kraju drugog koraka, sjecista ¢e imati naizmjenic¢ne
vrijednosti za ulaznost, odnosno izlaznost.

P1 = {A1, S6, S1, B1, S2, S8, C1, S4, S5}

P2 = {A2, S1, S2, B2, C2, S3, S4, D2, S5, E2, S6}

Slika 18: Drugi korak Greiner-Hormann algoritma za tocke liste P1
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P1={A1, S6, S1, B1, S2, S3, C1, S4, S5}

P2 = {A2, S1, S2, B2, C2, S3, S4, D2, S5, E2, S6}

Slika 19: Drugi korak Greiner-Hormann algoritma za tocke liste P2

Na kraju, potrebno je jo§ jednom proCi kroz jedan od poligona. Treéi korak pocinje
od prvog neobradenog sjecista poligona. Ukoliko naidemo na ulazno sjeciste, krecemo se
unaprijed po listi sve dok ne dodemo do prvog idu¢eg sjecista u njoj. Pritom svaku toCku na
koju naidemo pohranjujemo kao vrh poligona koji ¢e predstavljati presjek. Ako je pak prvo
sjeciste izlazno, krecemo se unazad po listi dok ne naidemo na prvo sljedece sjeciste. Kao i za
ulaznu to¢ku, svaku toCku pohranjujemo kao vrh poligona u posebnu listu. Kada dodemo do
iduéeg sjecista, pomi¢emo se u listu drugog poligona na susjedno sjeciste trenutnog sjecista.
Zatim se ponovno kre¢emo kroz listu sve dok ne naidemo na iduce sjeciSte. Ovaj postupak
ponavljamo za svako neobradeno sjeciste dok vise ne bude neobradenih sjecista. Za svako
novo neobradeno sjeciste nastaje novi poligon koji ¢e biti rezultat presjeka dva poligona.
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6

P1={A1, S6, S1, B1, S2, S3, C1, S4, S5}

P2 = {A2, S1, S2, B2, C2, S3, S4, D2, S5, E2, S6}

Presjek = {S1, S2, S3, S4, S5, E2, S6}

Slika 20: Treci korak Greiner-Hormann algoritma

Rubni slucaj koji moze nastati je ako se vrh jednog poligona nalazi na rubu drugog.
Algoritam ¢e primijetiti takav sluc¢aj ako je alfa koeficijent jedne toCke 0. Tada je potrebno tu
tocku neznatno pomaknuti od ruba drugog poligona. Kako bi izveli operacije unije i razlike,
potrebno je samo promijeniti tre¢i korak algoritma. Kako bi dobili uniju, potrebno je promijeniti
redoslijed kojim se kreCemo po listama. Kada naidemo na ulaznu toc¢ku, kre¢emo se unazad po
listi, a kada naidemo na izlaznu to¢ku, krecemo se unaprijed. Za razliku, ukoliko se nalazimo
u listi prvog poligona, kreCemo se unazad za uzlazne toCke i unaprijed za izlazne, a ako se
nalazimo u listi drugog poligona, za uzlazne tocke se kre€emo unaprijed, a za izlazne unazad.
Slozenost algoritma je O(n?) u najgorem slucaju, a 0(nm) u prosje¢nom gdje je n broj rubova
u prvom poligonu, a m broj rubova u drugom [14].
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6.2. Avraham-Knott algoritam

Ovaj stariji algoritam je poseban jer podrzava sve operacije nad svim vrstama poligona.
Nije bitno jesu li poligoni jednostavni, sloZeni, konveksni ili konkavni, pa ¢ak ni je li poligon "otok"
ili "rupa". Poligoni Cija je unutrasnjost beskonacna nazivaju se rupama, a poligoni s ograni¢enim
unutrasnjostima nazivaju se otoci. Zbog jednostavnosti, ovaj algoritam ¢emo opisati samo na
primjeru s ,otocima“ koji mogu biti jednostavni ili slozeni.

Algoritam se sastoji od dvije faze: klasifikacija duzina ulaznih poligona i izrade rezultat-
skog poligona. U prvoj fazi je potrebno proc¢i kroz sve vrhove poligona, oznaditi ih kao unutar,
izvan ili na rubu drugog poligona, te pronaci sva sjecista izmedu rubova ulaznih poligona. Tocke
moraju biti poslozene tako da svaka to¢ka sa svojim susjedom u strukturi Cini neki rub ili dio
nekog ruba. Svaki rub u strukturi éemo nazvati fragmentom nakon $to dodamo sjecista u listu
toCaka poligona. Rubni fragmenti su rastavljeni rubovi koje ¢éemo kasnije spajati u rezultatski
poligon. Nakon &to smo poligone rastavili na fragmente, potrebno je za svaki fragment specifi-
cirati nalazi li se na rubu, unutar ili izvan poligona.

U drugoj fazi, ovisno o tome koju operaciju zelimo izvesti, algoritam ¢e spajati odre-
dene fragmente jednog i drugog poligona kako bi dobili uniju, razliku ili presjek tih poligona.
Svaki put kada neki fragment iskoristimo, izbacujemo ga iz liste fragmenata kako bi mogli dalje
dobivati rezultatske poligone. Sastavljanje poligona je zapravo iteriranje kroz listu fragmenata
i trazenje fragmenata koji imaju zajedniCku krajnju toCku dok se ne vratimo na pocetni i tako
zatvorimo jedan rezultatski poligon. Ovo se ponavlja sve dok nisu izbaceni svi fragmenti iz liste
fragmenata.

Prva faza sastoji se od pet koraka, a druga od samo jednog. Prvi korak prve faze je
odredivanje i mijenjanje orijentacije danih poligona ako je to potrebno. Orijentacija poligona
je smjer u kojem se kre¢emo po njegovim vrhovima. Ukoliko trazimo presjek ili uniju, poligoni
moraju imati istu orijentaciju, a ukoliko trazimo razliku, poligoni moraju imati razliCite orijentacije.
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Slika 21: Pocetni poligoni koji se sijeku
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Slika 22: I1zmijena orijentacije poligona kako bi mogli na¢i uniju ili presjek poligona

Zatim, u drugom koraku, potrebno je klasificirati vrhove oba poligona kao vrhove koji se

nalaze na rubu, izvan ili unutar drugog poligona. Tocke moraju biti sortirane tako da svaka dva
uzastopna vrha ¢ine neki rub poligona.
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Slika 23: Klasifikacija tocaka. U ovom slucaju sve tocke su vanjske.

Nakon toga, trazimo sjeci$ta izmedu rubova poligona. Svako sjecite se klasificira kao
»na rubu“ osim ako se poligoni ne sijeku po cijelim rubovima tako da se ti rubovi preklapaju. U
tom slucaju, obje krajnje toCke tog ruba koji se preklapa se klasificiraju kao ,na rubu®. Svaki
put kada naidemo na sjeciste, ono se klasificira i pohranjuje u listu to¢aka poligona na odgo-
varaju¢e mjesto tako da svake dvije susjedne tocke Cine jedan fragment poligona. Kako bi se

mogli podnijeti rubni slu¢ajevi gdje se dva poligona sijeku u nekom vrhu, svaka tocka se moze
pojavljivati najviSe dva puta u listi to¢aka poligona.
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Slika 24: Trazenje sjeciSta dvaju poligona. Svako sjeciste definirano je kao tocka na rubu
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U Cetvrtom koraku, potrebno je klasificirati fragmente pomocu njihovih toc¢aka. Ukoliko
je ijedna tocka fragmenta klasificirana kao unutarnja toCka tada je cijeli fragment klasificiran
kao unutarniji. Isto vrijedi i za vanjske fragmente. Ako su obje krajnje tocke fragmenta na rubu
poligona, tada se promatra gdje se nalaze toCke na tom fragmentu. Ukoliko su sve tocke takvog
fragmenta unutar poligona, tada se on definira kao unutarnji fragment. Na isti nacin mozemo
odrediti ho¢emo li taj fragment klasificirati kao izvan ili na rubu poligona. U implementaciji ovog
algoritma ¢emo vidjeti da je dosta provjeriti nalazi li se srediSte odredenog fragmenta unutar,
izvan ili na rubu poligona ako su obje krajnje toCke na rubu nekog poligona.

Slika 25: Klasificiranje fragmenata. Tamnoplavo i tamnocrveno su oznaceni unutarnji
fragmenti, a svijetloplavo i rozno su oznaceni vanjski fragmenti

Na kraju prve faze, potrebno je odabrati odredene fragmente koje cemo koristiti za sas-
tavljanje rezultatskog poligona i pohraniti ih u listu. Za presjek, sacuvati cemo sve unutarnje
fragmente i sve fragmente na rubu. Za uniju, zadrzati ¢emo sve vanjske fragmente i sve frag-
mente na rubu. Za razliku, zadrzavamo sve vanjske fragmente prvog poligona i sve unutarnje
fragmente drugog poligona.

U drugoj fazi jednostavno prolazimo kroz sve zadrzane fragmente i sastavljamo rezul-

.....

toCka jednaka jednoj od krajnjih to¢aka odabranog fragmenta. Taj postupak ponavljamo sve
dok se ne vratimo do pocetnog fragmenta. Cijeli postupak se ponavlja dok vise nema fragme-
nata u listi.

36



Slika 26: Odabir fragmenata za presjek (lijevo) i fragmenata za uniju (desno)

Slozenost algoritma za najgori slu¢aj je O((nm)?) gdje je n broj vrhova prvog poligona,
a m je broj vrhova drugog poligona. Algoritam najviSe vremena gubi na trazenju sjecista jer je
potrebno presjeci svaki rub prvog poligona sa svim rubovima drugog poligona [9].

Implementacija Avraham-Knott algoritma

Algoritam je implementiran samo za jednostavne poligone "otoke". U implementaciji,
algoritam prima dva objekta klase Poligon, self i drugi_poligon , i broj koji predstavlja koju
operaciju zelimo izvrSavati nad poligonima. Brojevi -1, 0 i 1 po redu predstavljaju operacije
razlike, unije i presjeka. Ovisno o operaciji, definirati ¢emo koje fragmente ¢e algoritam zadr-
Zati i je li potrebno mijenjati orijentaciju poligona. Zatim, za izvr§avanje algoritma, potrebne su
dvije dodatne klase koje Ce u sebi sadrzavati toCku (PomTocka) ili duZinu (PomDuzina) i njihovu
klasifikaciju. Klasifikacije su -1, 0i 1, a redom oznacCavaju da je toCka ili duzina izvan, na rubu ili
unutar poligona. Nakon provjere orijentacije oba poligona, klasificiramo vrhove prvog i drugog
poligona tako da pozivamo funkciju za provjeru pripadnosti tocke u poligonu. Nakon §to smo
vrhove oba poligona klasificirali i pohranili u zasebne liste, traZzimo sjecista izmedu poligona.
Za svaki poligon pozivamo funkciju pom_tocke_sjecista u koju se Salju obje liste klasificiranih
toCaka poligona. U funkciji se za svaki rub poligona traze sjecista sa svim rubovima drugog
poligona. Zatim, funkcijom tocke_u_fragmente spajamo tocke u fragmente i odmabh ih klasi-
ficiramo. U ovoj implementaciji, Cetvrti i peti korak su spojeni tako da odmah pri klasificiranju
zadrzavamo ili odbacujemo fragmente, ovisno o operaciji koja se izvrSava. Tako nam ostane
samo povezati preostale fragmente u poligone pomocu funkcije povezi_fragmente. Kako su u
ovoj implementaciji poligoni predstavljeni kao skupovi poredanih to¢aka, nakon §to smo dobili
poredane fragmente, potrebno je njihove krajnje toCke po redu pohraniti u listu koja ¢e pred-
stavljati vrhove rezultatskog poligona. Na kraju, sve dobivene poligone pohranjujemo u listu
poligona koju metoda vraéa kao rezultat.

class PomTocka:
def __init__(self, tocka, polozaj):
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self.tocka = tocka
self.polozaj = polozaj

class PomDuzina:
def __init__(self, duzina, polozaj):
self.duzina = duzina

self.polozaj = polozaj

def bool_operacije(self, drugi_poligon, operacija):
if operacija == -
fragmenti_za_zadrzati_self = -1
fragmenti_za_zadrzati_other =1
if self.orijentacija() == drugi_poligon.orijentacija():
self.promijeni_orijentaciju()

elif operacija ==

fragmenti_za_zadrzati_self = -1
fragmenti_za_zadrzati_other = -1
if self.orijentacija() '= drugi_poligon.orijentacija():

self.promijeni_orijentaciju()

elif operacija ==
fragmenti_za_zadrzati_self =1
fragmenti_za_zadrzati_other =1
if self.orijentacija() !'= drugi_poligon.orijentacija():
self.promijeni_orijentaciju()

pom_tocke_p_1 = [
PomTocka(i, i.pripada_poligonu(drugi_poligon))
for i in self.vrhovi
]
pom_tocke_p_2 = [
PomTocka(i, i.pripada_poligonu(self))
for i in drugi_poligon.vrhovi

razvrstane_tocke_p_1 = pom_tocke_sjecista(pom_tocke_p_1,

pom_tocke_p_2)

razvrstane_tocke_p_2 pom_tocke_sjecista(pom_tocke_p_2,

pom_tocke_p_1)
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def

pom_tocke_p_1 = razvrstane_tocke_p_1

pom_tocke_p_2 razvrstane_tocke_p_2

razvrstani_fragmenti = (
tocke_u_fragmente(
pom_tocke_p_1,
drugi_poligon,
fragmenti_za_zadrzati_self,

operacija)

+ tocke_u_fragmente(
pom_tocke_p_2,
self,
fragmenti_za_zadrzati_other,
operacija))

razvrstani_fragmenti = [i.duzina for i in razvrstani_fragmenti]

povezani_fragmenti = povezi_fragmente(razvrstani_fragmenti)

rjesenje = []

for i in povezani_fragmenti:
popis_razlika = []
for j in i:
popis_razlika.append(j.A)
rjesenje.append(Poligon(popis_razlika))

return rjesenje

pom_tocke_sjecista(pom_tocke_p_1, pom_tocke_p_2):
br_p_1 = len(pom_tocke_p_1)
br_p_2 = len(pom_tocke_p_2)

razvrstane_tocke = []
for i in range(0, br_p_1):
tocka_1 p_1 = pom_tocke_p_1[i % br_p_1]
tocka_2_p_1 = pom_tocke_p_1[(i + 1) % br_p_1]
stranica_p_1 = Duzina(tocka_1l_p_1.tocka, tocka_2_p_1.tocka)

pom_lista_tocaka = [tocka_1_p_1, tocka_2 p_1]
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for j in range(0, br_p_2):
tocka_1_p_2 = pom_tocke_p_2[j % br_p_2]
tocka_2_p_2 = pom_tocke_p_2[(j + 1) % br_p_2]
stranica_p_2 = Duzina(tocka_1_p_2.tocka, tocka_2_p_2.tocka)

sjec = stranica_p_l.sjeciste(stranica_p_2)

if not sjec.prazna():
pom_lista_tocaka.append(PomTocka(sjec, 0))

pom_lista_tocaka = \
sorted(pom_lista_tocaka,
key=lambda z:
(z.tocka.x - pom_lista_tocakal[0].tocka.x)*x*2
+ (z.tocka.y - pom_lista_tocaka[0].tocka.y)*x*2)
pom_lista_tocaka.pop(-1)

for pom_tocka in pom_lista_tocaka:
razvrstane_tocke.append(pom_tocka)

return razvrstane_tocke

def tocke_u_fragmente(pom_tocke_p_1l, p_2, trazeni_polozaj, operacija):
fragmenti = []
br_p_1 = len(pom_tocke_p_1)
for i in range(br_p_1):

pom_tocka_1l = pom_tocke_p_1[i % br_p_1]
pom_tocka_2 = pom_tocke_p_1[(i + 1) % br_p_1]
if pom_tocka_1l.tocka != pom_tocka_2.tocka:
duzina = Duzina(pom_tocka_1l.tocka, pom_tocka_2.tocka)
if pom_tocka_1l.polozaj == -1 or pom_tocka_2.polozaj == -
polozaj = -1
elif pom_tocka_l.polozaj == 1 or pom_tocka_2.polozaj == 1:
polozaj =1
else:
medutocka = Tocka(
(pom_tocka_1.tocka.x + pom_tocka_2.tocka.x) / 2,
(pom_tocka_1.tocka.y + pom_tocka_2.tocka.y) / 2)

polozaj = medutocka.pripada_poligonu(p_2)

nova_duzina = PomDuzina(duzina, polozaj)
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if (nova_duzina not in fragmenti

and polozaj == trazeni_polozaj
or (polozaj == 0
and operacija != -1

and nova_duzina not in fragmenti)):
fragmenti.append(nova_duzina)

return fragmenti

def povezi_fragmente(razvrstani_fragmenti):

povezani_fragmenti = []
while len(razvrstani_fragmenti) > 0:

novi_poligon = []
novi_poligon.append(razvrstani_fragmenti[0])

razvrstani_fragmenti.pop(razvrstani_fragmenti.index(novi_poligon[0]))

i=0
while i < len(razvrstani_fragmenti):
if ((abs(novi_poligon[-1].B.x
- razvrstani_fragmenti[i].A.x) < EPSILON)
and (abs(novi_poligon[-1].B.y
- razvrstani_fragmenti[i].A.y) < EPSILON)):
novi_poligon.append(razvrstani_fragmenti[i])
razvrstani_fragmenti.pop(1i)
i=-1

i+=1

povezani_fragmenti.append(novi_poligon)

return povezani_fragmenti
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Slika 27: Implementacija Avraham-Knott algoritma za presjek (gore lijevo), uniju (gore desno),
razliku prvog i drugog poligona (dole lijevo) i razliku drugog i prvog poligona (dole desno)
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7. Triangulacija skupa tocaka

Triangulacija skupa toCaka S je povezivanje toCaka iz skupa S tako da se duzine koje
povezuju te toCke nikada ne sijeku i tako da je konveksna ljuska skupa S podijeljena na skup
trokuta. Poseban vrsta triangulacije koja daje “liepsSe” trokute je Delauneyjeva triangulacija.
Delauneyjeva triangulacija je najpoznatija ograni¢ena triangulacija. Ograni¢ene triangulacije
su triangulacije koje postavljaju dodatno ograni¢enje na dobivene trokute triangulacije. Tako
Delauneyjeve triangulacije zahtijevaju da nijedna opisana kruznica bilo kojeg dobivenog tro-
kute ne sadrzi vrh nijednog drugog trokuta. Takve triangulacije ve¢inom dijele konveksnu ljusku
danog skupa toCaka na gotovo jednakostrani¢ne trokute. Prvi prikazani algoritam biti ¢e po-
hlepni algoritam za izradu obi¢ne triangulacije, a nakon toga biti ¢e prikazan Bowyer-Watsonov
algoritam za dobivanje Delauneyjevih triangulacija. Oba algoritma su jednostavna i relativno
neefikasna za rjeSavanje problema uzimajuci u obzir da ne vracaju triangulacije u optimalnom
vremenu koje je O(nlogn) za najgori slu€aj. Oba algoritma do rjeSenja dolaze sa slozenosti
vecom ili jednakom O(n?) [6].

7.1. Pohlepna triangulacija

Pohlepni algoritmi su algoritmi koji napreduju bez da ponistavaju ono Sto su napravili
u prijasnjem koraku. U slu€aju triangulacija, kada dobijemo neku duZzinu triangulacije, ona
¢e sigurno ostati u skupu duzina koje ¢e predstavljati triangulaciju. Kasnije ¢emo vidjeti da
za razliku od pohlepnog algoritma, Bowyer-Watsonov algoritam Cesto izbacuje duzine koje je
pronasao u prethodnom koraku. Algoritam je konceptualno jednostavan, no vremenski slozen.

Algoritam pocinje izradom svih mogucih duzina izmedu toCaka u zadanom skupu. Na-
kon toga, taj skup duzina potrebno je sortirati prema duljini. Zatim, uzimamo najmanju duzinu iz
sortiranog skupa duzina i stavljamo je u triangulaciju ako se ona ne sijece s ostalim duzinama
u triangulaciji. Najveca slozenost koju algoritam moZe postici za najgori sluc¢aj je O(n?) gdje
je n broj toCaka u pocetnom skupu to¢aka. Ta slozenost se ve¢inom postize zbog potrebe za
izradom svih mogucih duzina koje mogu nastati iz skupa to¢aka [6].

Implementacija pohlepne triangulacije

U implementaciji pohlepne triangulacije, prvi korak je izbacivanje duplikata iz liste obje-
kata klase Tocka. Nakon toga pronalazimo sve moguce duzine izmedu toCaka u danom skupu
i pohranjujemo ih kao potencijalne duzine triangulacije. Zatim sortiramo sve duzine prema niji-
hovoj duljini. Na kraju, prolazimo kroz listu potencijalnih duzina i trazimo sjeciste tih duzina sa
duzinama koje su ve¢ u triangulaciji. Ako takvo sjeciste ne postoji, tada se potencijalna duzina
pohranjuje u listu duZina triangulacije. Ova implementacija ima slozenost od O(n?).

def triangulacija(tocke):
tocke = list(set(tocke))
broj_tocaka = len(tocke)
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potencijalne_duzine = []

for i in range(0, broj_tocaka):
for j in range(i + 1, broj_tocaka):
duzina = Duzina(tocke[i], tocke[j])

potencijalne_duzine.append(duzina)
potencijalne_duzine.sort(key=lambda duzina: duzina.u_vektor().duljina())

broj_potencijalnih_duzina = len(potencijalne_duzine)

duzine_triangulacije = []

for i in range(0, broj_potencijalnih_duzina):
potencijalna_duzina = potencijalne_duzine[i]
postoji_sjeciste = False
for j in range(0, len(duzine_triangulacije)):
duzina_triangulacije = duzine_triangulacijel[j]
sjeciste = potencijalna_duzina.sjeciste(duzina_triangulacije)
if (not sjeciste.prazna()
and sjeciste !'= potencijalna_duzina.A
and sjeciste != potencijalna_duzina.B):

postoji_sjeciste = True

if not postoji_sjeciste:
duzine_triangulacije.append(potencijalna_duzina)

return duzine_triangulacije
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Slika 28: Implementacija pohlepne triangulacije

7.2. Bowyer-Watson algoritam

Bowyer-Watsonov algoritam je jednostavan algoritam za pronalazenje Delauneyjeve tri-
angulacije za dani skup tocaka. Bowyer-Watsonov algoritam se temelji na danom ogranicenju
za triangulaciju: svaka opisana kruznica nekog trokuta triangulacije ne smije sadrzavati vrhove
drugih trokuta. Za svaku to¢ku u skupu toCaka provjeravamo nalazi li se ona u nekoj opisanoj
kruznici ve¢ napravljenih trokuta. Ovisno o tome, odredene trokute triangulacije izbacujemo i
dodajemo nove dok nismo prosli kroz sve tocke zadanog skupa to¢aka.

Prvi korak algoritma je pronalazenje "supertrokuta”. "Supertrokut” je trokut koji obu-
hvaca sve toCke zadanog skupa. On sluzi samo za zapocinjanje izvr§avanja algoritma i na
kraju se briSe on i svi trokuti koji sadrze njegove stranice. Nakon §to smo odredili "supertrokut",
uzimamo neku toc¢ku iz zadanog skupa to¢aka i povezujemo ju sa sva tri vrha "supertrokuta".
Tako dobivamo tri nova trokuta unutar "supertrokuta" koja pohranjujemo kao moguce trokute
triangulacije.
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Slika 29: Izrada "supertrokuta" (lijevo) i pocetni trokuti triangulacije (desno)

Zatim, kre¢emo se dalje po zadanom skupu to¢aka i za svaku to¢ku provjeravamo nalazi
li se ona unutar opisane kruznice nekog od ve¢ napravljenih trokuta triangulacije. Ako da,
izbacujemo trokut triangulacije u kojemu se ta to¢ka nalazi. Nakon toga ostaje "Supljina" unutar
koje se nalazi trenutna tocka. Sve susjedne toCke iz te "Supljine” povezujemo s trenutnom
tockom tako da dobijemo nove trokute triangulacije. Ovaj postupak ponavljamo sve dok nismo
prosli kroz sve toCke zadanog skupa.
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Slika 30: Provjera pripadnosti tocke opisanim kruznicama postojecih trokuta triangulacije

Na kraju, kada smo prosli kroz sve toCke iz skupa tocaka, potrebno je ukloniti "super-
trokut" i sve ostale trokute koji su s njim povezani. Time dobivamo skup trokuta koji ¢ine De-
launeyjevu triangulaciju za zadani skup to¢aka. Slozenost algoritma za najgori slu¢aj je O(n?)
[15].
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Slika 31: Rezultat Delauneyjeve triangulacije nakon izbacivanja "supertrokuta”
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8. Voronojev dijagram

Voronojev dijagram predstavlja strukturu za rjeSavanje problema blizine to¢aka. Pro-
blemi blizine to¢aka se odnose na pronalazenje najblize tocke ili skupa najblizih tocaka za neku
danu tocku iz zadanog skupa. Voronojev dijagram je rjeSenje temeljeno na lokusima. Lokusi
su skupovi toCaka koji zadovoljavaju neko svojstvo. U ovom slucaju, lokus predstavlja skup
toCaka koje su najblize danoj tocki. Tako ¢e za zadani skup svaka toCka iz tog skupa imati
svoj lokus toCaka koje su mu najblize. Lokus ¢emo nazvati Voronojevom celijom. Skup svih
Voronojevih ¢€elija Cini Voronojev dijagram. Svaki rub Vornojeve ¢elije je simetrala dvije tocke
iz zadanog skupa to¢aka koja prostor dijeli na dvije poluravnine. Formalnije, Voronojevu celiju
mozemo definirati kao presjek poluravnina koje zadana toc¢ka Cini sa simetralama svih ostalih
toCaka u zadanom skupu. Skup takvih presjeka poluravnina za toCke iz zadanog skupa ¢ini Vo-
ronojev dijagram. Slika [32] prikazuje Voronojeve ¢elije (svaka u svojoj boji) unutar Voronojevog
dijagrama za skup od 6 tocaka [6].

Slika 32: Primjer Voronojevog dijagrama gdje je svaka Voronojeva ¢elija obojana drugom
bojom

Voronojev dijagram ima vazna svojstva koja ga Cine korisnim i daju nam uvid u mo-
guce nacine njegove izrade. Prvo svojstvo je da ¢e svaka najbliza susjedna tocka neke zadane
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toCke imati zajednicki rub Voronojeve cCelije sa zadanom tockom. Zbog toga znamo da su naj-
blize susjedne tocke neke tocke iz skupa tocaka one Cije simetrale Cine rubove Voronojeve
Celije odabrane toCke. Osim toga, zanimljivo svojstvo je da ¢e neke Vornojeve ¢elije biti neo-
grani¢ene, odnosno imati ¢e beskonacno veliku povrSinu. Kao $to se vidi na slici [32], jedina
¢elije koja je ograniCena je celija tocke B. Sve ostale su neograni¢ene. NeograniCene Celije
¢e uvijek biti ¢elije onih toCaka koje pripadaju konveksnoj ljusci zadanog skupa to¢aka. Na
kraju, Voronojev dijagram je samo dual Delauneyjeve triangulacije. To znaci da izvodenjem
Delaunejeve triangulacije mozemo dobiti Voronojev dijagram i obratno. Ovo svojstvo daje jo$
jedan mogu¢ nacin pronalazenja Voronojevog dijagrama. To znaci da su trenutne dvije opcije
za izvodenje Voronojevog dijagrama ili izravno trazenje dijagrama ili njegovo izvodenje iz De-
launeyjeve triangulacije za taj skup to¢aka. Prvi algoritam je naivni pristup traZzenja simetrala
izmedu toCaka i njihovih sjecista, a nakon toga ¢e biti objasnjen algoritam na principu "podijeli
pa vladaj". Na kraju, biti ¢e prikazan jedan od postupaka dobivanja Voronojevog dijagrama iz
Delauneyjeve triangulacije [6].

8.1. Naivni algoritam

Naivna metoda je daleko od efikasne, ali je intuitivna i lakSa za implementirati od nekih
optimalnijih. Naivni pristup se temelji na traZzenju simetrala koje ¢e Ciniti rubove Voronojevih
Celija. Odabiremo neku toCku iz poCetnog skupa i trazimo njenu simetralu sa svim ostalim
tockama. Svaki put kada pronademo simetralu, trazimo njeno sjeciSte sa svim ostalim prona-
denim simetralama. Kako bi otkrili rub ¢elije, odbacujemo sve dijelove simetrala koji se nalaze
s one strane sjecista na kojemu se ne nalazi trenutna tocka. Ovo ponavljamo dok nismo proSli
kroz sve toCke u skupu. Mozemo zakljuCiti da ée nam za trazenje simetrala trebati barem al-
goritam sa slozenosti od O(n?), no dodatno, slozenost moze skoéiti na O(n?) zbog potrebe za
trazenjem sjecista izmedu pronadenih simetrala [6].

Implementacija naivhog algoritma

Prije samog prikaza, potrebno je napomenuti glavno ograni¢enje ove implementacije.
Algoritam ne radi konkretno sa simetralama prikazanim kao pravcima. Svaka simetrala je za-
pravo duzina sa vrlo dalekim krajnjim toCkama. Zbog toga, izrada Voronojevog dijagrama je
ograniCena na kvadrat Ciji vrhovi su toCke 77 (—100000000, —100000000), T5(100000000, —100000000),
T5(100000000, 100000000) i T, (—100000000, 100000000). Za pohranjivanje Voronojevih ¢elija po-
trebna je posebna klasa koja u sebi sadrzi to¢ku i poligon koji ju okruzuje (rub lokusa najblizih
tocaka).

class VoronoiCelija:
def __init__(self, tocka, poligon):
self.tocka = tocka
self.poligon = poligon

50



Prvo algoritam izbacuje duplikatne toCke iz danog skupa. Zatim se provjerava jesu li
dane bar dvije tocke. Ako nisu, javlja se greSka. Ako su dane to¢no dvije toCke, izraduje se
njihova simetrala. Kako bi nasli poligone koji okruzuju zadane dvije tocke, samo poveuzjemo
simetralu sa grani¢nim tockama koje su joj s lijeve i desne strane. Grani¢ne tocke su vrlo
udaljene toCke koje omeduju cijeli Voronojev dijagram u ovoj implementaciji.

Ako je dan skup s viSe od dvije toCke, pokrece se glavni algoritam. Prvo iteriramo kroz
sve toCke. Za svaku to¢ku, sortiramo sve ostale prema udaljenosti od trenutne. Zatim, krecemo
traziti simetrale izmedu trenutne simetrale i ostalih to¢aka. Ukoliko smo nasli prvu simetralu,
odmah ju pohranjujemo kao jedan od rubova Voronojeve celije. Kako smo sortirali toCke prema
udaljenosti, znamo da ¢e prva simetrala biti rub Voronojeve celije jer je prva to¢ka koju provje-
ravamo najbliza toCka trenutnoj toCki. Za sve ostale tocke, trazimo simetrale, njihova sjecista sa
pronadenim rubovima Celije i odbacujemo suvisne dijelove simetrala. Kada pronademo sjeciste
izmedu neke pronadene simetrale i trenutne simetrale, dijelimo obje simetrale na lijevi i desni
dio. Sa svake simetrale ¢emo odbaciti jedan od ta dva dijela, osim ako se simetrale ne sijeku u
krajnjim tockama. Kako bi odredili koji dio postoje¢eg ruba ¢emo zadrzati, prvo raCunamo kut
izmedu trenutne toCke i obje strane postoje¢eg ruba u smjeru od krajnje tocke prema sjecistu.
Zadrzati ¢emo onu stranu koja ima veci kut sa trenutnom tockom. Kako bi odredili to¢an dio
trenutne simetrale, gledamo s koje strane postojeée simetrale se nalazi trenutna tocka. To¢na
polovica trenutne simetrale biti Ce ona koja se nalazi s iste strane kao i trenutna to¢ka. Kada
smo pronasli sve simetrale koje Cine rubove Voronojeve celije, uklanjamo suvisne duzine.

def ukloni_iste tocke(skup_tocaka):
pom_lista = []
for tockal in range(0, len(skup_tocaka)):
duplikat = False
for tocka2 in range(tockal + 1, len(skup_tocaka)):
if skup_tocaka[tockal] == skup_tocaka[tocka2]:
duplikat = True

if not duplikat:
pom_lista.append(skup_tocaka[tockall)

return pom_lista

def uklanjanje_rubova(rubovi, za_ukloniti):
for rub in za_ukloniti:
for rub2 in rubovi:
if rub == rub2:
rubovi.remove(rub2)

return rubovi
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def voronoi_za_dvije_tocke(prva_tocka, druga_tocka):
celije_dijagrama = []
rub = Duzina(prva_tocka, druga_tocka).simetrala()

daleka_tocka = 1000000000

granicne_tocke = [Tocka(-daleka_tocka, -daleka_tocka),
Tocka(daleka_tocka, -daleka_tocka),
Tocka(daleka_tocka, daleka_tocka),
Tocka(-daleka_tocka, daleka_tocka),
]

tocka_je_na_lijevoj_strani = prva_tocka.lijevo_od(rub)

vrhovi_prvog_poligona = []
vrhovi_drugog_poligona = []

for tocka in granicne_tocke:
if tocka.lijevo_od(rub) == tocka_je_na_lijevoj_strani:
vrhovi_prvog_poligona.append(tocka)
else:

vrhovi_drugog_poligona.append(tocka)

vrhovi_prvog_poligona.append(rub.B)
vrhovi_prvog_poligona.append(rub.A)
vrhovi_drugog_poligona.append(rub.B)
vrhovi_drugog_poligona.append(rub.A)

vrhovi_prvog_poligona.sort(
key=lambda vrh: (prva_tocka.polarni_kut(vrh),
Duzina(prva_tocka, vrh).u_vektor().duljina()))

vrhovi_drugog_poligona.sort(
key=lambda vrh: (druga_tocka.polarni_kut(vrh),
Duzina(druga_tocka, vrh).u_vektor().duljina()))

prvi_poligon = Poligon(vrhovi_prvog_poligona)
drugi_poligon = Poligon(vrhovi_drugog_poligona)
celije_dijagrama.append(VoronoiCelija(prva_tocka, prvi_poligon))

celije_dijagrama.append(VoronoiCelija(druga_tocka, drugi_poligon))

return celije_dijagrama
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def voronoi(tocke):
tocke = list(set(tocke))

if len(tocke) < 2:

raise PremaloTocakaError("Premalo tocaka za izradu dijagrama!")

if len(tocke) ==

return voronoi_za_dvije_tocke(tocke[0], tocke[1l])

celije_dijagrama = []

tocke_pom = [i for i in tocke]

for trenutna_tocka in tocke_pom:
tocke.sort(key=lambda tocka: trenutna_tocka.udaljenost_od(tocka))

tocke.pop(0)
rubovi = []
pronadeno_bar_jedno_sjeciste = False
for tocka in tocke:
trenutna_duzina = Duzina(trenutna_tocka, tocka)

trenutna_simetrala = trenutna_duzina.simetrala()

if len(rubovi) ==
rubovi.append(trenutna_simetrala)

else:
za_ukloniti = []

rubovi_pom = []

postoji_sjeciste = False

for postojeci_rub in rubovi:
sjeciste = trenutna_simetrala.sjeciste(postojeci_rub)

if not sjeciste.prazna():

postoji_sjeciste = True
pronadeno_bar_jedno_sjeciste = True
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if (postojeci_rub.A ==
sjeciste or postojeci_rub.B == sjeciste):
tocan_dio_postojeceg_ruba = postojeci_rub

else:

za_ukloniti.append(postojeci_rub)

lijeva_polovica_postojeceg_ruba = Duzina(
postojeci_rub.A, sjeciste)
desna_polovica_postojeceg_ruba = Duzina(

postojeci_rub.B, sjeciste)

tocan_dio_postojeceg_ruba = \

lijeva_polovica_postojeceg_ruba

vektor_do_trenutne_tocke = Duzina(

sjeciste, trenutna_tocka).u_vektor()

kut_izmedu_lpolpostrub_i_vdtt = \
lijeva_polovica_postojeceg_ruba.u_vektor()\

.kut_izmedu_vektora(vektor_do_trenutne_tocke)
kut_izmedu_dpolpostrub_i_vdtt = \

desna_polovica_postojeceg_ruba.u_vektor()\

.kut_izmedu_vektora(vektor_do_trenutne_tocke)

if (kut_izmedu_lpolpostrub_i_vdtt <
kut_izmedu_dpolpostrub_i_vdtt):
tocan_dio_postojeceg_ruba = \

desna_polovica_postojeceg_ruba

rubovi_pom.append(tocan_dio_postojeceg_ruba)

if (trenutna_simetrala.A ==

sjeciste or trenutna_simetrala.B == sjeciste):

tocan_dio_trenutne_simetrale = trenutna_simetrala

else:

lijeva_polovica_trenutne_simetrale = Duzina(
sjeciste, trenutna_simetrala.A)
desna_polovica_trenutna_simetrale = Duzina(

sjeciste, trenutna_simetrala.B)

trenutna_tocka_je_na_lijevoj_strani = \
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trenutna_tocka.lijevo_od(
tocan_dio_postojeceg_ruba)

lpoltrensim_pripada_poligonu = \
trenutna_simetrala.A.lijevo_od(
tocan_dio_postojeceg_ruba)

if (lpoltrensim_pripada_poligonu ==
trenutna_tocka_je_na_lijevoj_strani):
tocan_dio_trenutne_simetrale = \
lijeva_polovica_trenutne_simetrale

else:
tocan_dio_trenutne_simetrale = \
desna_polovica_trenutna_simetrale
trenutna_simetrala = tocan_dio_trenutne_simetrale

elif not pronadeno_bar_jedno_sjeciste:
rubovi_pom.append(trenutna_simetrala)

rubovi = uklanjanje_rubova(rubovi, za_ukloniti)

for rub in rubovi_pom:

rubovi.append(rub)

if postoji_sjeciste:
rubovi.append(trenutna_simetrala)

for rub_1 in rubovi:
tocka_je_lijevo = trenutna_tocka.lijevo_od(rub_1)
for rub_2 in rubovi:
if not (rub_2.A == rub_1.A or rub_2.A == rub_1.B):
tockaA_je_lijevo = rub_2.A.lijevo_od(rub_1)
if tockaA_je_lijevo != tocka_je_lijevo:
za_ukloniti.append(rub_2)
if not (rub_2.B == rub_1.A or rub_2.B == rub_1.B):
tockaB_je_lijevo = rub_2.B.lijevo_od(rub_1)
if tockaB_je_lijevo != tocka_je_lijevo:
za_ukloniti.append(rub_2)

rubovi = uklanjanje_rubova(rubovi, za_ukloniti)

vrhovi = [t.A for t in rubovi]
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vrhovi += [t.B for t in rubovi if t.B not in vrhovil]
vrhovi = ukloni_iste_tocke(vrhovi)
vrhovi.sort(

key=lambda tocka:

(trenutna_tocka.polarni_kut(tocka),

Duzina(trenutna_tocka, tocka).u_vektor().duljina()))
voroni_celija = VoronoiCelija(trenutna_tocka, Poligon(vrhovi))
celije_dijagrama.append(voroni_celija)

tocke.insert (0, trenutna_tocka)

return celije_dijagrama

56



10.0 1

7.5 A

5.0

2.5 1

0.0 1

—254

5.0

—-7.5 4

—10.0

T T T T T T T T T
-10.0 -7.5 =5.0 —2.5 0.0 25 5.0 75 10.0

Slika 33: Prikaz implementacije naivnog algoritma za trazenje Voronojevog dijagrama

8.2. "Podijeli pa vliadaj" algoritam

Temelj algoritma "podijeli pa vladaj" je izrada manjih Voronojevih dijagrama za maniji
broj to€aka i njihovo spajanje u jedinstveni Voronojev dijagram. Spajanje se temelji na izradi
monotonog lanca zajednickih rubova ¢elija prvog i drugog dijagrama. Lanac je skup povezanih
duzina, a monotonost se odnosi na svojstvo tog lanca da ¢e svaki pravac okomit na y-os sjeci
taj lanac u samo jednoj to¢ci. Taj monotoni lanac mozemo iskoristiti za povezivanje dvaju
Voronojeva dijagrama u jedan [6].

Prvi korak je rekurzivno rastavljanje danog skupa to¢aka na manje skupove. Rastavlja-
nje se provodi tako da se toCke podijele prema prosjecnoj vrijednosti x-osi. Sve tocke Cija je
apscisa manja od prosjeka dijele se u lijevi skup L, a sve toCke Cija apscisa je veca od prosjeka
dijele se u desni skup D. Skup se rastavlja sve dok ne dodemo do skupova od dvije ili tri toCke.

57



A A
[ ] @
D D
[ ] (¢}
B B
[ ] o
C C
[ ] @
E E
[ (]

Slika 34: Rastav pocetnog skupa na lijevi (plavi) i desni skup (crveno)

Zatim, stvaramo Voronojev dijagram za lijev i desni skup. Voronojev dijagram za sku-
pove od dvije tocke je trivijalan. Jedino §to je potrebno je napraviti simetralu za te dvije tocCke.
Voronojev dijagram za tri tocke moguce je napraviti tako da se naprave simetrale za svake dvije
toCke iz tog skupa. Nakon toga traze se sjecista tih simetrala i izbacuju se dijelovi simetrala koji
ne pripadaju Voronojevom dijagramu.

Slika 35: Izrada Voronojevog dijagrama za dvije i tri toCke

Nakon toga, potrebno je spojiti dijagrame za lijevi i desni skup. Za to, potrebno je napra-
viti monotoni lanac izmedu ta dva dijagrama. Prvo je potrebno pronaci konveksne ljuske lijevog
i desnog skupa toCaka. Za skupove od dvije i tri toCke to je trivijalno, no teze je kada ¢Ce se
rekurzivno spajati veéi skupovi tocaka. Nakon toga, potrebno je naci potporne duzine tih dviju
konveksnih ljuski. Potporne duzine su duzine koje povezuju lijevu i desnu konveksnu ljusku u
konveksnu ljusku cjelokupnog skupa to¢aka koji trenutno promatramo. Zatim je potrebno pro-
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naci simetrale tih dviju potpornih duzina. Te dvije simetrale biti ¢e polupravci od beskonacnosti
do njihovog sjecista s prvim najblizim rubom Voronojevog dijagrama. Na kraju, sastavljati ¢emo
monotoni lanac od gornje simetrale sve dok ne dodemo do donje.
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Slika 36: Prikaz konveksnih ljuski lijevog i desnog skupa tocaka
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Slika 37: Izrada simetrala na pomoénim duzinama za izradu monotonog lanca

Za svaku novu duzinu koju ¢emo dodati u monotoni lanac potrebno je prvo napraviti
potpornu duzinu izmedu dviju toCki dvaju Voronojevih dijagrama. Prva toCka ¢e biti toCka po-
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ligona koji smo pogodili poCetnom simetralom, a druga ¢e biti prva to¢ka drugog Voronojevog
dijagrama. Zatim, od sjecista poCetne simetrale povla¢imo simetralu na novostvorenu duzinu
sve dok ne pogodimo novi rub nekog od dva Voronojeva dijagrama. Cim pogodimo rub, mije-
njamo jednu od to€aka potporne duzine kako bi povukli novu potpornu duzinu. Ovisno o tome
koji Voronojev dijagram smo pogodili, mijenjamo to¢ku potporne duzine u toku koju okruzuje
Voronojeva ¢elija koju smo pogodili. Ovaj postupak se ponavlja sve dok ne dodemo do druge
simetrale koju smo stvorili na pocetku [6].
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Slika 38: Sastavljanje monotonog lanca
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Na kraju, potrebno je ukloniti suvisne dijelove rubova Voronojevih ¢elija. Za lijevi dija-
gram, suvisni dijelovi su svi koji se nalaze s desne strane monotonog lanca, a za desni dijagram,
suvisni dijelovi su oni koji se nalaze s lijeve strane monotonog lanca. Cijeli postupak ponav-
llamo dok nismo spojili sve stvorene Voronojeve dijagrame u jedan. Tako dobivamo potpuni
Voronojev dijagram za sve toCke iz zadanog skupa sa slozenosti od 0(n logn).

Slika 39: Gotov Voronojev dijagram nakon izbacivanja suvisnih dijelova rubova

8.3. lzvodenje Voronojevog dijagrama iz Delauneyjeve tri-
angulacije

Kao $to je ranije reCeno, Voronojev dijagram je dual Delauneyjeve triangulacije. To znaci
da je moguce osmisliti algoritam koji ¢e za danu Delauneyjevu triangulaciju modi izvesti Voro-
nojev dijagram i obratno. Jedan od nacina dobivanja Voronojevog dijagrama iz Delauneyjeve
traingulacije je koristenje opisanih kruznica svakog trokuta triangulacije. Svako srediste tih
opisanih kruznica predstavlja jedan vrh neke Voronojeve ¢Eelije Voronojevog dijagrama. Povezi-
vanjem tih vrhova u odredenom redoslijedu dobivamo Voronojev dijagram.

Za pocetak potrebno je pronaéi pocetnu triangulaciju skupa to¢aka. Zatim, potrebno je
omediti triangulaciju kvadratom. Omedivanjem triangulacije odredujemo prostor za koji cemo
izraditi Voronojev dijagram. Sljedece, potrebno je preslikati triangulaciju iznad, ispod, lijevo
i desno od pocetne triangulacije. To radimo kako bi kasnije dobili sve vrhove Voronojevog
dijagrama.
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Slika 40: Pocetna Delauneyjeva triangulacija
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Slika 41: Pocenta triangulacija sa preslikanim triangulacijama iznad, ispod, lijevo i desno

Nakon toga, potrebno je prosiriti triangulaciju izmedu pocetne i preslikanih triangulacija.
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Slika 42: ProSirena triangulacija

Nakon izradene proSirene triangulacije mozemo krenuti traziti potencijalne vrhove Vo-
ronojevog dijagrama. Za svaki trokut proSirene triangulacije trazimo njegovu opisanu kruznicu.
Svako srediste tih kruznica predstavlja potencijalan vrh Voronojevog dijagrama. To je zato $to
se svako srediste kruznice nalazi na jednakoj udaljenosti od triju vrhova trokuta, a jedno od
zanimljivih svojstava Voronojevog dijagrama je da je svaki vrh Voronojevog dijagrama sjeciste
to¢no triju rubova dijagrama.
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Slika 43: Kruznice sa srediStima za sve dobivene trokute prosirene triangulacije

Kako nas zanima samo Voronojev dijagram omedene triangulacije, odbacujemo sva
sredista i sve kruznice koje se nalaze izvan poCetnog omedenog prostora.
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Slika 44: Odabrane kruznice Cija su sredista unutar omedenog prostora

Za neku toCku triangulacije, kre¢emo se po trokutima ¢iji je ona vrh u smjeru suprotnom
od kazaljke na satu i povezujemo sredista njihovih opisanih kruznica kako bi dobili Vornojevu
¢eliju za tu toCku. Ovo ponavljamo za sve to¢ke poCetnog skupa to¢aka za koji trazimo Voro-
nojev dijagram [16].
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Slika 45: Izradeni rubovi Voronojevog dijagrama

Slika 46: l1zveden Voronojev dijagram
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9. Zakljucak

Racunalna geometrija nudi razne alate za rjeSavanje geometrijskih problema. Kao §to
se moglo vidjeti iz rada, svaki problem ima nekoliko postojecih algoritama koji se mogu imple-
mentirati sa razliCitim razinama vremenske, ali i implementacijske slozenosti. Neki od pristupa
koji se Cesto pojavljuju u algoritmima racunalne geometrije su Sweep Line metoda, "podijeli pa
vladaj" metoda, naivni pristup problemu i sortiranja i pretrazivanja za olakSavanje rjeSavanja
danog problema.

Osim toga, moze se primijetiti kako efikasan algoritam za jedan problem, pomaze pri
izgradnji efikasnih algoritama za drugi problem. Tako se recimo u provodenju Boolovih ope-
racija nad poligonima moze olaksati trazenje sjecista koristeéi algoritme za efikasno trazenje
presjeka skupa duzina. Veéina problema opisanih u radu su na neki nacin povezani. Gotovo
svaki problem je trazio da se u nekom trenutku pronade sjeciste izmedu duzina, ponekad je bilo
potrebno provijeriti nalazi li se to¢ka unutar nekog poligona, a specifi¢no u sluc¢aju Voronojevih
dijagrama i Delauneyjevih triangulacija, rjeSavanje jednog problema moze prethoditi rjeSavanju
drugog.

S druge strane, moze se primijetiti da se algoritmi ¢esto uvelike razlikuju u nacinu izvo-
denja jer su njihove temeljne ideje pristupa problemu vrlo razli¢ite. Naravno, pravilno definiranje
problema i postavljanje jasnih ograni¢enja na njih pomaze u tom procesu. Smisljanje efikasnih
algoritama zahtjeva veliku koli¢inu znanja vezanog uz razna geometrijska podrucja te dobro
baratanje njima. Obradeni problemi predstavljaju samo uvod u racunalnu geometriju, a cilj rada
je bio vizualizacijama i implementacijama pribliziti dane probleme i njihova rjeSenja. Sve im-
plementacije radene su u Pythonu ¢ija jednostavna sintaksa olak$ava Citljivost i "sitne poslove"
kao Sto su sortiranja, izrada klasa i dokumentiranje koda.
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