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Sazetak

Ovaj rad bavi se Fourierovim transformacijama, postupkom koji je francuski
matemati¢ar Jean Baptiste Joseph Fourier razvio poCetkom 19. stolje¢a i koji
omoguéava dekompoziciju signala na sastavne komponente. Rad daje
matematiCku pozadinu Fourierovih transformacija kroz objasnjenje Fourierovog
reda i samih Fourierovih transformacija. Postavlja se teza da su brze Fourierove
transformacije, algoritam koji omogucéava drasti¢no brze izraCunavanje Fourierovih
transformacija na velikim skupovima podataka jedan od najvaznijih algoritama u
modernom drustvu bez kojeg brojne moderne tehnologije ili ne bi postojale ili bi
bile puno kasnije usavrSene. Teza se nastoji dokazati kroz pregled prakticnih
slu€ajeva koristenja brzih Fourierovih transformacija posebno u racunalnoj grafici.
Na kraju se kroz prakti¢ni primjer prikazuju implementacije najraSirenijih slucajeva
koriStenja brzih Fourierovih transformacija - za obradu slika, konkretno filtriranje,

kompresiju i izoStravanije.

Kljuéne rijec¢i: Fourierove transformacije, diskretne Fourierove transformacije,
brze Fourierove transformacije, Fourierov red, raCunalna grafika, vremenska
domena, frekvencijska domena, analiza signala, obrada slika, kompresija,

izoStravanje, zamucivanije, filtriranje
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1.Uvod

Ovaj diplomski rad bavi se temom Fourierovih transformacija (engl. Fourier
transform) te primjenom Fourierovih transformacija u racunalnoj grafici. Fourierove
transformacije na prvi pogled nisu previSe atraktivha tema. Razlog tome mozZe se
odmah vidjeti kada se pogleda jedna od definicija Fourierove transformacije:
.Fourierova transformacija je matematic¢ka funkcija koja rastavlja neki signal, koji je
vremenska funkcija, u frekvencije od kojih je sacinjen. Rezultat Fourierove
transformacije je kompleksna funkcija frekvencija“ [1]. Navedena definicija daje
osnovni opis Sto Fourierova transformacija radi, tj. govori nam da je to funkcija koja
kao ulaz prima funkciju i kao izlaz daje funkciju, ali kako bi se razumjelo kako se
to¢no ulazna funkcija pretvara (transformira) u izlaznu potrebni su puno detaljniji opisi
i definicije.

U literaturi postoji mnogo definicija Fourierove transformacije ali rijetko koja na
jednostavan nacin objasnjava Sto je ona i ¢emu sluzi. |z navedenoga se moze
zakljuCiti da su Fourierove transformacije kompleksna tema te da je za njihovo
razumijevanje potrebna znatna koli¢ina predznanja.

Cilj ovog diplomskog rada jest na jednostavan i razumljiv nacin objasniti Sto su to
Fourierove transformacije, koja je matematiCka pozadina Fourierovih transformacija
te kako se one uklapaju u nas svakodnevni zivot i u polje informatike, to¢nije u polje
racunalne grafike. U sustini cilj je na razumljiv naCin pokazati zasto su Fourierove
transformacije a pogotovo brze Fourierove transformacije (engl. Fast Fourier
Transform, FFT) jedan od najvaznijih algoritama u povijesti, $to dokazuje i izjava
Daniela Rockmore-a, poznatog profesora informatike, koji opisuje brze Fourierove
transformacije kao algoritam koji ,cijela obitelj moze koristiti i navodi da su brze
Fourierove transformacije sveprisutan algoritam koji se danas koristi za analizu i
manipulaciju digitalnih ili diskretnih podataka [2].

Rad se sastoji od tri glavna dijela, u prvom dijelu daje se detaljan pregled
Fourierovih transformacija, povijesti Fourierovih transformacija i koncepata bitnih za
njihovo razumijevanje, u drugom dijelu daje se pregled sluCajeva Kkoristenja
Fourierovih transformacija s naglaskom na polje raCunalne grafike. Ovdje treba
napomenuti da se rad fokusira na primjene u racunalnoj grafici dok su u stvarnosti

primjene puno rasirenije. Fourierove transformacije imaju svoje primjene u poljima



fizike, medicine, matematike, analize zvuka, inZenjerstva, elektronike itd. U tre¢em
dijelu prikazuje se izrada i koriStenje aplikacije koja sluzi za demonstraciju tipi¢nih
primjena Fourierovih transformacija u raCunalnoj grafici. Navedena aplikacija moze
se koristiti u nastavi, na kolegijima koji se bave raCunalnom grafikom i digitalnom

obradom slika i dostupna je na poveznici: EET Demo (xeno317.github.io/Diplomski/).



https://xeno317.github.io/Diplomski/

2. Metode i tehnike rada

Pri izradi teorijskog dijela ovog diplomskog rada glavni izvori podataka bile su
razne web stranice, znanstveni Clanci te knjige dostupne online. Za vizualizaciju
podataka potrebnih za objasSnjavanje Fourierovih transformacija bit ¢e koristen alat
SageMath te ,Desmos” grafiCki kalkulator [3]. SageMath [4] je sustav za racunalnu
algebru koji pokriva i Sirok spektar numeric¢kih metoda koncepata pa tako i Fourierove
transformacije. Za vizualizaciju sinusoidalnih reSetki u poglavlju koje se bavi
povezanoS¢u Fourierovih transformacija i raCunalne grafike koriSten je Python
programski jezik s numpy i matplotlib bibliotekama.

Za potrebe praktiCnog dijela rada razvijena je web aplikacija, a za potrebe razvoja
koriSten je alat Visual Studio Code. Sama arhitektura aplikacije napisana je pomocu
HTML-a CSS-a i JavaScript programskog jezika. Za dio koji se odnosi na Fourierove
transformacije koriStene su dvije javno dostupne biblioteke koje sadrze funkcije
potrebne za provodenje Fourierovih transformacija. Konkretno, koriStene su
biblioteke Mathjs [5] i Project Nayuki [6]. Mathjs je opsezna matematiCka biblioteka
koje uz funkcije za Fourierove transformacije sadrzi veliki broj drugih funkcija dok je
Project Nayuki biblioteka specijalizirana za Fourierove transformacije.

Sva testiranja i mjerenja brzine izvodenja brzih Fourierovih transformacija u
prakticnom dijelu obavljena su na racunalu sljedecih specifikacija:

e Procesor: Intel Core i5-7200U 2.5GHz
e Grafitka kartica: NVIDIA GeForce GTX 960M (2 GB VRAM)
e RAM -8 GB DDR4

e Operativni Sustav: Windows 10 pro



3.Razrada teme

3.1. Povijest Fourierovih transformacija

Kako bi se bolje razumjela vaznost Fourierovih transformacija i brzih Fourierovih
transformacija u ovom poglavlju ¢e se ukratko proéi kroz povijest Fourierovih
transformacija, od njihovog otkri¢a do pojave brzih Fourierovih transformacija.

Fourierove transformacije nazvane su po francuskom matemati¢aru Jean Baptiste
Joseph Fourieru (Auxerre, 21.3.1768 — Pariz, 16.5.1830). Jedno od podrucja kojima
se Fourier bavio bila je teorija topline, to€nije Fourier je pokuSavao objasniti kako se
toplina Siri kroz razliite materijale tijekom odredenog vremenskog perioda. Njegov
rad na tom podrucju je rezultirao teorijskom pozadinom jednadzbe provodenja topline
(engl. heat equation). Za potrebe rjeSavanja toplinske jednadzbe Fourier je razvio tzv.
Fourierovu transformaciju. Fourier je otkrio nacin kako se slozene funkcije mogu
rastaviti u jednostavne sinusoide (sinusi i kosinusi) koje zbrojene zajedno Cine
originalnu funkciju. Ta Cinjenica mu je pomogla da originalnu jednadzbu za Sirenje
topline pretvori u jednostavniju jednadzbu koja se lakSe rjeSava. Svoje otkrice kao i
teorijsku osnovu Fourierove transformacije Fourier je objavio 1822. godine knijizi o
analitickoj teoriji topline (engl. The Analytical Theory of Heat) [7].

Nakon toga mnogi znanstvenici i autori proSirili su originalni oblik Fourierove
transformacije u oblik koji je poznat danas [7], a S vremenom su se pojavili mnogi
slu€ajevi primjene. Sve valne pojave (npr. zvuk) su potencijalni sluajevi koristenja jer
Fourierove transformacije omogucuju njihovu analizu.

Fourierove transformacije vjerojatno ne bi bile ni priblizno vazne kao $to su danas
da nisu otkrivene brze Fourierove transformacije. Jedan od problema Fourierovih
transformacija je brzi rast broja potrebnih izraCuna s rastom broja podataka s kojima
se radi i s poveéanjem sloZzenosti funkcije (signala) koja se analizira, jer povecanje
slozenosti sa sobom povlaci veci broj potrebnih podataka potrebnih za kvalitetnu
analizu [8].

Otkrice brzih Fourierovih transformacija uvelike dugujemo velikom broju testiranja
nuklearnih bombi tijekom Hladnog rata, tocnije inicijativi kojom su se htjela zabraniti
testiranja. Naime kada je SAD 1954. testirao prvu u seriji svojih litij-deuterijskih

termonuklearnih bombi u testu zvanom ,Castle Bravo® ispostavilo se da je eksplozija



bombe bila puno jaca od oc€ekivanja $to je rezultiralo puno vec¢im podrucjem koje je
ozraCeno. Nakon tog incidenta pojavila se snazna inicijativa da se u potpunosti
zabrani testiranje, ali problem je bio kako osigurati da sve strane poStuju zabranu.
Inicijativom se Zzeljelo zabraniti atmosfersko, podvodno i podzemno testiranje. Za
osiguranje postivanja zabrane atmosferskog i podvodnog testiranja ve¢ su postojali
pouzdani nacini kontrole, ali kontroliranje zabrane podzemnog testiranja je
predstavljao problem i tu su se kao rjeSenje pojavile Fourierove transformacije. Ideja
je bila koristiti seizmografe za detektiranje podzemnih testova, ali iz neobradenih
podataka koje seizmograf biljezi nemoguce je razlikovati podzemni test od npr.
potresa. Takoder je bilo nemoguce otkriti dubinu testa i jainu bombe iako su svi ti
podaci bili zabiljezeni na seizmografu. Pomocu Fourierovih transformacija originalni
podaci bi se rastavili na komponentne frekvencije te bi se iz toga mogle vidjeti
frekvencije specificne za detonaciju nuklearne bombe. Jedini problem je bio to Sto
klasi¢ne Fourierove transformacije zahtijevaju veliki broj izraCuna $to je znacilo da bi
bile potrebne godine da se analiziraju podaci s nekoliko stotina seizmografa koji su
pristizali svaki dan [8].

Stoga je bilo vazno smanijiti broj potrebnih izrauna na razinu koja bi bila
prihvatljiva. Mnogi matematiCari i znanstvenici radili su na projektu ,optimiziranja“
Fourierovih transformacija te se nakon nekoliko godina doslo do algoritma koji danas
nazivamo brze Fourierove transformacije. MatematiCar zasluzan za otkri¢e bio je
James Cooley, dok je matemati€ar John Tukey realizirao prvu racunalnu
implementaciju brzih Fourierovih transformacija koju je programirao na bazi algoritma
koji je otkrio James Cooley. Nazalost ovaj algoritam nije otkriven na vrijeme, od 1963.
do 1996. vecinom su se neometano provodili podzemni testovi, sve dok 1996. nije
donesena zabrana svih vrsta testiranja za koju je u jednoj mjeri ipak zasluzno otkrice
brzih Fourierovih transformacija [8].

Unato€ neuspjehu onoga za §to su brze Fourierove transformacije originalno bile
namijenjene njihovo otkrice otvorilo je put za razvoj fizike, matematike, medicine,
informatike, raCunalstva i mnogih drugih polja. Danas kad god se negdje obraduje
neka vrsta signala vrlo je vjerojatno da je u proces obrade uklju¢en neki oblik brzih

Fourierovih transformacija.



3.2. Fourierov red

Fourierov red (engl. Fourier series) moze se smatrati posebnim sluCajem
Fourierovih transformacija bez €ijeg razumijevanja ne mozemo u potpunosti razumijeti
Fourierove transformacije, stoga ¢e se u ovom poglavlju ukratko objasniti Sto je
Fourierov red i koja je njegova povezanost s Fourierovim transformacijama.

Za pocetak pogledajmo dvije definicije Fourierovog reda. Prva definicija govori da:
.Fourierov red rastavlja periodicku funkciju u sumu sinusoidalnih funkcija“[7]. Dok
druga definicija definira Fourierov red kao razvoj periodicke funkcije f(t) u
beskonacnu sumu sinusa i kosinusa [9]. Vidi se da obje definicije spominju periodicke
funkcije, pa je prvo potrebno definirati Sto je to periodi¢ka funkcija.

Funkcija f(t) s osnovnim periodom T je periodicka ako je sljedeéa jednadzba

istinita za sve vrijednosti t:

fE+T) = f(®)

Ako argument funkcije ima dimenziju vremena period se moze definirati kao
najmanje vremensko razdoblje vece od 0 koje je takvo da ¢e nakon svakog intervala
duljine T funkcija imati istu vrijednost. Dakle funkcija je periodicka ako vrijedi da
funkcija ima istu vrijednost f(t) nakon svakog perioda T u kojem god vremenskom
razdoblju promatrali funkciju.

Postavlja se pitanje: ako imamo periodi¢ku funkciju f(t) koliko dobro mozemo
aproksimirati tu funkciju pomocu sume sinusa i kosinusa? Dirichletov teorem
garantira da se svaka funkcija koja je po dijelovima neprekidna i Cija je derivacija po
dijelovima neprekidna moze razviti u Fourierov red (po dijelovima neprekidna ugrubo
znaci da funkcija ima konacan broj prekida na konaénom intervalu) [10] [11].

Kao konkretan primjer Fourierovog reda za neku periodi¢ku funkciju Cesto se

uzima primjer pravokutnog vala (engl. square wave) koji je prikazan na slici 1.



Slika 1: Primjer pravokutnog vala [autorski rad]

Prikazana funkcija u ovom primjeru ima period m, te oscilira izmedu vrijednosti 1 i

-1. Ono Sto se Zeli posti¢i je pronaci odredeni broj sinusoida koje dovoljno dobro
aproksimiraju gornju funkciju. Ako se uzme funkcija f;(t) = %sin (t) te se ona iscrta

uz nasu originalnu funkciju dobiva se stanje prikazano na slici 2 [12] [13].



Slika 2: Originalna funkcija i prvi ¢lan Fourierovog reda [autorski rad]

Moze se primijetiti da navedena funkcija otprilike prati tijek originalne funkcije ali je
dosta lo8a aproksimacija. Kako bi se dobila bolja aproksimacija potrebno je vise
¢lanova, dakle jo$ funkcija koje ¢e se zbrojiti s prvom funkcijom. Ono $to zelimo
postici ako zelimo bolju aproksimaciju je dopuniti prvi ¢lan kako rezultat ne bi prolazio
.iznad“ i ,ispod“ originalne funkcije. Kada zbrajamo dvije funkcije mozemo razmisljati
tako da na mjestima gdje obje funkcije rastu/padaju rezultantna funkcija ¢e takoder
rasti/padati tj. povecat ¢e joj se vrijednost, a na mjestima gdje jedna funkcija raste, a
druga funkcija pada u rezultantnoj funkciji rast i pad ¢e se ponistiti, Sto ¢e rezultirati
manjom vrijednosti. Ako gledamo na$ prvi Clan vidimo da bi se Zeljeni rezultat
postigao ako uzmemo funkciju koja ima tri puta manji period od prvog ¢lana. Takoder

je potrebno uzeti funkciju s manjim koeficijentom od prvog €lana, kako se u rezultatu
funkcije ne bi u potpunosti ponistile, stoga uzimamo funkciju: f;(t) =§ sin (3t). Ova
funkcija je drugi ¢lan parcijalne sume. Ovdje uvodimo pojam parcijalne sume, naime

kada se govori o Fourierovom redu sam pojam reda oznaCava beskonacnu sumu,

dok se suma s odredenim brojem €lanova naziva parcijalna suma. Kada zbrojimo ta



dva ¢lana dobivamo slijedecu funkciju: S,(t) = %(sin(t)+§sin(3t)). Na slici 3.

prikazana je originalna funkcija i parcijalna suma s dva ¢lana [12] [13].

Slika 3: Prikaz originalne funkcije i parcijalne sume s dva ¢lana [autorski rad]

MozZe se zakljuCiti da je sada aproksimacija bolja, ali jo$ uvijek ne prati originalnu
funkciju dovoljno dobro. Znaci da je potrebno dodati jo§ ¢lanova, novi Clanovi se
dodaju na isti naCin, samo smanjujemo period i amplitudu te ih pribrajamo ostalima.

Na slici 4 prikazana je parcijalna suma s 10 ¢lanova.
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Slika 4: Prikaz originalne funkcije i parcijalne sume s 70 ¢lanova [autorski rad]

Vidi se da 10 ¢lanova daje vrlo dobru aproksimaciju. Kada bi nastavili dodavati
Clanove, priblizavajuéi se beskonacnosti, aproksimacija bi postajala sve bolja. U
praksi je potrebno naéi balans izmedu broja ¢lanova i to€nosti aproksimacije $to ovisi
0 izgledu originalne funkcije.

U ovom primjeru pokazano je $to Fourierov red postize, tj. kako se neku
periodi¢ku funkciju moze zapisati kao sumu sinusoida. Ali ovaj primjer ne daje
odgovor kako izraCunati pojedine c¢lanove, zato ¢e se u nastavku prikazati

matematicki zapis Fourierovog reda

= 2mmt = 2nnt
f(t):a0+2amcos( 7 )+ bnsin< 7 )
m=1

n=1

i postupak za racunanje ¢lanova reda za proizvoljnu periodi¢ku funkciju [12] [13].
U izrazu se pojavljuju koeficijenti a,, a,, i b,. Ti koeficijenti odreduju ,tezinu“ pojedine
funkcije sinusa i kosinusa za svaki izraCunati ¢lan. Navedeni koeficijenti raCunaju se

prema sljedec¢im formulama [7] [12]:

10



a, = %ff(t)dt Ay = ;[Tf(t)cos <2n;nt> dt b, = ;ff(t)sin (@) dt
0 0 0

Za primjer racunanja navedenih koeficijenata, a zatim i Fourierovog reda uzet
¢emo funkciju zvanu trokutasti val (engl. triangle wave). Navedena funkcija ¢e se
zatim aproksimirati s parcijalnom sumom od 2, 4 i 6 ¢lanova.

Trokutasta funkcija f(t) s periodom T i amplitudom a zadana je sliede¢om

formulom [7]:
= 2 csinin (22
f) = - arcsin(sin = )

Za primjer ¢e posluziti funkcija s periodom T =1 i amplitudom a = 1. Kada se

uvrste navedeni period i amplituda dobiva se sljedeca funkcija:
2
f) = Earcsin(sin(Znt))
Na slici 5 prikazan je graf dobivene funkcije:

AAAAAANAAN
NV AV VIV VYV

o

Slika 5: Graf trokutastog vala [autorski rad]
Za raCunanje Fourierovog reda najprije je potrebno izraCunati koeficijente a,, a,, i
b,. Treba napomenuti to da je trokutasti val neparna funkcija. Funkcija je neparna
ako vrijedi f(—t) = f(t). Cinjenica da je ovo neparna funkcija znadi da ne sadrzi

kosinus Clanove, jer je kosinus parna funkcija. Zato raunamo samo koeficijente
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ispred sinusa b,, i dobivamo izraz za racunanje bilo kojeg b,, koeficijenta za trokutast

val:

B E (_1)71—1

" oog2 p2

Uvrstavajuci b,, dobivamo Fourierov red za gore prikazanu trokutastu funkciju:

8w« (—1)"
gt) = —?z ﬁsin (2r(2n — 1)t)

Na slici 6 prikazan je prvi €lan:

4

Slika 6: Prikaz parcijalne sume s jednim ¢lanom [autorski rad]

Iz slike se vidi da se ve¢ s jednim &lanom dobiva funkcija koja dosta dobro
aproksimira originalnu trokutastu funkciju. Ako se izraCuna parcijalna suma sa 6
Clanova dobiva se funkcija koja gotovo idealno aproksimira originalnu funkciju sto je

prikazano na slici 7:
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4

Slika 7: Parcijalna suma sa 6 ¢lanova [autorski rad]

|z primjera koji su prikazani u ovom poglavlju vidi se da to¢nost aproksimacije koja
se dobiva koriStenjem parcijalnih suma ovisi 0 svojstvima originalne funkcije, npr.
kada smo htjeli aproksimirati pravokutni val bilo je potrebno 10 ili viSe ¢lanova kako bi
se dobila dovoljno dobra reprezentacija koja i dalje nije idealna, ali se kod trokutastog

vala ¢ak i s malim brojem ¢lanova dobiva vrlo vjerna reprezentacija.
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3.3. Osnove Fourierovih transformacija

Sada kada je objasnjeno Sto je Fourierov red treba objasniti njegovu povezanost s
Fourierovim transformacijama. Fourierova transformacija moze se shvatiti kao
proSirenje Fourierovog reda. Za razliku od Fourierovog reda ona nije ograni¢ena
samo na prikaz periodi¢kih funkcija. Zbog toga Fourierove transformacije imaju
potencijal za puno Siru prakticnu primjenu jer kad god analiziramo neki stvarni signal
(npr. zvu€ni zapis, podatke sa seizmografa) vrlo vjerojatno ¢emo naici na signal koji
nije periodicki [7][8].

Fourierova transformacija signala (funkcije) je ekvivalentna, ali ipak bitno
drugacija, reprezentacija tog signala (funkcije). Kao i Fourierov red, originalni signal
se pretvara u oblik koji se moze definirati kao suma sinusoida. Kod Fourierovih
transformacija originalni prikaz signala naziva se vremenska ili prostorna domena
ovisno o vrsti signala, a prikaz koji se dobije transformacijom naziva se frekvencijska
domena. Pretvaranje signala u frekvencijsku domenu nudi mnoge prednosti,
olakSava se analiza signala, otkriva se do tada skrivena struktura signala te se
otkrivaju komponente signala s kojima je lakSe racunati nego s originalnim signalom.
Na slici 8 prikazana je vizualizacija funkcije u vremenskoj domeni i njezine

reprezentacije u frekvencijskoj domeni tj. njezine Fourierove transformacije [7][8][14].

frekvencija

i

vrijeme

Slika 8: Vizualizacija funkcije u vremenskoj i frekvencijskoj domeni [15]

Na slici se vidi originalna (crvena) funkcija koja nije ni parna ni neparna ni
periodi€ka, iza originalne funkcije prikazane su jos tri funkcije Cijim se zbrajanjem

dobiva originalna funkcija. Plavi graf predstavlja vizualnu reprezentaciju Fourierove
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transformacije, na x osi prikazana je frekvencija, na y osi prikazana je amplituda
frekvencije. Mjesta gdje frekvencija ,odskae“ od ostatka grafa predstavljaju
komponente originalne funkcije tj. njihove frekvencije i amplitude. 1z slike se vidi
osnovni koncept, ako imamo neku funkciju u vremenskoj ili prostornoj domeni njezina
Fourierova transformacija daje nam spektar frekvencija iz kojeg se mogu isCitati
frekvencijske komponente originalne funkcije.

Kao i kod Fourierovog reda postoji matematicki naCin kako provesti Fourierovu
transformaciju i dobiti spektar frekvencija koji u ovom slu€aju predstavlja beskonacnu
sumu sinusoida gdje svaka sinusoida ima neku frekvenciju i amplitudu. Krenimo od

formule za Fourierovu transformaciju [16]:
1
F(w) =— f t)e i @tdt
(w) Vo ) f @)

Ve¢ smo rekli da se Fourierova transformacija moze smatrati proSirenjem
Fourierovog reda. Znamo da u Fourierov red mozemo razviti samo periodicku
funkciju, a u slu€aju Fourierove transformacije period se razvla¢i na Citav brojevni
pravac, tj. od —oo do +o. Fourierov red koristio je koeficijente a, ib,, a u slu€aju
Fourierovih transformacija indeksi tih koeficijenata postaju kontinuirani dok su za
Fourierov red to bili cijeli brojevi [17].

Gledajuc¢i formulu za Fourierovu transformaciju vidimo da je funkcija f(t), koja je
vremenska funkcija, reprezentirana pomocu druge funkcije F(w) koja je funkcija iz
frekvencijske domene.

Dakle Fourierova transformacija uzima funkciju iz vremenske domene i daje
njezin ekvivalentni zapis u obliku funkcije iz frekvencijske domene. Dobivena funkcija
u frekvencijskoj domeni je kompleksna tj. sadrzi realni i imaginarni dio, izraz et
prema Eulerovoj formuli ekvivalentan je izrazu cos(wt) + isin(wt). Dakle realni dio
predstavlja funkciju kosinus na odredenoj frekvenciji w, a imaginarni dio funkciju
sinus na toj frekvenciji [16].

Kako bi razumijeli ulogu realnog i imaginarnog dijela tj. funkcija kosinus i sinus,
mozemo pogledati jos§ jednu malo sloZeniju definiciju Fourierove transformacije koja
kaZe da je Fourierova transformacija uzima uzorak baziran na vremenu, mjeri svaki

moguci ciklus i kao izlaz vraca amplitudu, pomak, i brzinu rotacije za svaki pronadeni
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ciklus. U kontekstu ove definicije uzorak baziran na vremenu odnosi se na funkciju
baziranu na vremenu, ciklus se odnosi na frekvenciju, fazni pomak (engl. phase shift)
se odnosi na pocetne uvjete u funkciji a amplituda na amplitudu funkcije. Dakle
Fourierova transformacija pretvara funkciju u frekvencijsku domenu te se iz
frekvencijske domene mogu iSCitati komponente originalne funkcije, svaka
komponenta ima svoju frekvenciju, amplitudu i fazni pomak. Ova tri podatka za svaku
komponentu dovoljno su dobra da se gotovo svaki signal/funkcija iz stvarnog svijeta
prikaZze kao suma sinusoida [14][16].

U nastavku je prikazan nacin kako se iz originalne funkcije dobiva funkcija u

frekvencijskoj domeni:

f(t)(cos(wt,) + isin(wt,))
-
A ﬂ:fz}(mﬂ@tz) + I'SE'“[WED
-
f(t.)(cos(wt,,) + isin(wt..))

Flw)

w

Slika 9: Nacin dobivanja funkcije u frekvencijskoj domeni [autorski rad]

Gledaju¢i odozgo prema dolje uzimaju se vrijednosti za f(t), vrijednosti su
kontinuirane od —oo do +o0. Za svaku vrijednost racuna se realni i imaginarni dio
(kosinus i sinus), vrijednost se moze smatrati frekvencijom za koju se ispituje da li je
komponenta originalnog signala ili nije. lzraCunata vrijednost za svaku pojedinu
frekvenciju predstavlja amplitudu te frekvencije u originalnom signalu. Ako originalni
signal sadrzi tu frekvenciju to ¢e se pokazati kao ,skok“ u grafu koji je prikazan na
lijevoj strani gornje slike. Graf mjeri amplitudu za svaku frekvenciju i na kraju
.Skokovi“ na grafu prikazuju koje su frekvencije komponente originalnog
signala/funkcije. Takoder se vidi da je beskonacni zbroj sinusoida jednak Fourierovoj

transformaciji F(w) $to nam i definicija Fourierove transformacije govori [18].
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Jos jedno svojstvo Fourierove transformacije koje nije do sad spomenuto je
inverzna Fourierova transformacija (engl. Inverse Fourier Transform). Ono Sto se
postize inverznom transformacijom je dobivanje originalne funkcije f(t) iz njezine
ekvivalentne funkcije F(w) koja je u frekvencijskoj domeni. U nastavku je prikazana

formula za inverznu Fourierovu transformaciju [16]:

f) = F(w)e*tdw

1 +0oo
)
Iz formule se vidi da se inverznom transformacijom iz funkcije u frekvencijskoj
domeni F(w) dobiva originalna funkcija f(t). Prednost postojanja inverzne
transformacije jest mogucnost pohrane podataka o signalu/funkciji u frekvencijskoj

domeni Sto u nekim slucajevima zahtjeva manje memorije, te analiza i manipulacija

signalom u frekvencijskoj domeni $to je Cesto lakSe nego rad s originalnim signalom.
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3.4. Diskretne Fourierove transformacije (DFT)

U prijaSnjem poglavlju objasnjeno je Sto je Fourierova transformacija, Sto se
njome postize i ¢emu sluzi. Prikazana je formula za transformaciju te je objasnjeno
kako se transformacija racuna. Pogledajmo sada kako bi se na prakti€chom primjeru
raCunala Fourierova transformacija. Recimo da imamo graf funkcije prikazane na slici
10:

\EREAVANN R AVANRRIA
WA BEEVAVAREAVAY

-5

Slika 10: Primjer grafa funkcije za racunanje DFT-a [autorski rad]

U ovom slu€aju imamo samo graf funkcije ali ne znamo kako sama matematicka
reprezentacija funkcije izgleda ni koje su njezine komponente. Navedenu funkciju
mozemo smatrati signalom koji je snimio neki uredaj, ali svaki tako snimljeni signal
nece snimati kontinuirane podatke ve¢ ¢e postojati odredena ,zrnatost®, tj. uredaj
snima vrijednost signala u odredenim vremenskim intervalima. Vrijednost funkcije u
odredenoj toCki u vremenu interpretira se kao amplituda te funkcije u to vrijeme.
Dakle kada god se radi s nekim stvarnim signalom ne racuna se Fourierova

transformacija vec¢ diskretna Fourierova transformacija (DFT). Ulaz u DFT jest N
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podataka koji predstavljaju vrijednosti zabiljezenog signala u N vremenskih intervala
[8][19].

Recimo da je za gornju funkciju zabiljezeno 128 podataka, trajanje zabiljezenog
signala bilo je 6.28 sekundi, a podaci su biljezeni u jednakim vremenskim intervalima.

Koristeéi alat SageMath na slici 11 prikazani su zabiljezeni podaci.

1.5 - -
1.0 - . .

0.5 1

-0.5 1 . .

1.0 . .

_1 . 5 _- ".'.“i vwi
Slika 11: Prikaz zabiljeZenih podataka [autorski rad]

Ako se na navedenim podacima provede diskretna Fourierova transformacija, a
dobiveni rezultati se prikazu na grafu na kojem x os prikazuje frekvencije a y os

amplitude dobivaju se rezultati prikazani na slici 12:
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Slika 12: Prikaz rezultata dobivenih diskretnom Fourierovim transformacijom [autorski
rad]

Iz grafa se vidi da originalni signal ima 2 komponente, jedna na frekvenciji 1 s
amplitudom 1 i druga na frekvenciji 3 s amplitudom 1. Ako se dobivene komponente
prikazu kao zbroj dvije sinus funkcije dobiva se sljedecéa funkcija:

f(t) = sin(t) + sin(3t)

Kad se navedena funkcija nacrta na grafu, dobiva se originalna funkcija (slika 13):
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Slika 13: Prikaz zbroja komponenata dobivenih diskrethnom Fourierovom transformacijom

[autorski rad]

lako je funkcija koriStena za ovaj primjer dosta jednostavna i sadrzi samo dvije
komponente moze se vidjeti glavna ideja iza DFT-a. lako nismo znali kako izgleda
originalna funkcija tj. imali smo samo zabiljezenih 128 podataka o vrijednostima
funkcije u odredenim vremenskim intervalima, koriStenjem DFT-a uspjeSno smo
dobili komponente originalne funkcije pomocu kojih je rekonstruirana originalna
funkcija. Ovaj postupak radi s proizvoljno slozenim funkcijama, provodenje
transformacije na dovoljno dobrim podacima uvijek daje komponente originalne
funkcije.

U nastavku ce biti prikazan postupak raCunanja DFT-a na jednostavnoj funkciji s
malom koli¢inom zabiljezenih podataka o vrijednostima te funkcije.

Za primjer uzimamo jednostavnu funkciju f(t) = sin(t) i uzimamo 8 vrijednosti te
funkcije zabiljezenih u jednakim vremenskim intervalima. Dobivamo sljedece

vrijednosti:

fo =sin(0) =0

f, = sin (%) =0.7071
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fi =sin(m) =0
5m

fs = sin (T) = —0.7071
3

fe = sin (— =-1

Gdje je N broj podataka s kojima radimo, a k broj od 0 do N — 1. U nasem slucaju
imamo 8 podataka (N = 8) pa Ce k i¢i od 0 do 7. Za svaku od 8 izraCunatih vrijednosti
funkcije raCunamo sumu od n =0 do n = N — 1 po gornjoj formuli. Za svaku sumu
dobivamo kompleksni broj kao rezultat. Rezultat predstavlja amplitudu odredene
frekvencije u originalnom signalu.

Broj podataka N s kojima radimo jest broj rezultata koji ¢emo dobiti
transformacijom, svaki rezultat odnosi se na jednu frekvenciju, kre¢e se od k=0
frekvencije do k = N — 1 frekvencije, razlika izmedu svake frekvencije odredena je
time koliko Cesto mjerimo vrijednost signala, tj. koliki je razmak izmedu x koordinata.
U naSem slucaju interval je 1, posto imamo 8 podataka imat ¢emo 8 frekvencija tj.
frekvencije od 0 do 7 herca. Treba napomenuti da broj podataka i trajanje signala
utjeCe na to€nost transformacije, Sto manje podataka imamo to je teZe detektirati
visoke frekvencije jer se u podacima ne vide nagle promjene vrijednosti signala. Isto
tako Sto je manje trajanje signala to manje podataka o izgledu signala imamo te
¢emo transformacijom dobiti netoCne podatke, stoga je vazno posti¢i balans izmedu

koliine podataka i trajanja signala [8][20].
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U nasSem primjeru moramo izracunati sume od k=0 do k =7. Za potrebe

racunanja koristen je ekvivalentni zapis Eulerove formule [8][20]:
e't = cos(t) + isin(t)
KoriStenjem ove ekvivalencije kao rezultat dobivamo kompleksan broj F, = A; +

Byi. U nastavku su prikazani izrazi za k = 0 i k = 1 te izraCunati rezultati za ostale k

vrijednosti [20]:

7 7
. n

Fo = Z fe T8 =) £,-1=0+0.70714+1+0.7071 + 0 — 0.7071 — 1 — 0.7071

n=0 n=0

N-1 N-1 ,

_ —i2m1 _mn _ ca (T T

F = Z)fne 8 = Z)fne 4 =0+ 0.7071[cos( 4) + Lsm( 4)] + 1[cos( 4)

n= n=

-+mm(—%ﬁ4~u—0707uam(—%)+ign(—%ﬁ==0—4i

F,=0
F,=0
F,=0
F;=0
F, =0

F, =0+ 4i

Iz rezultata vidimo da je F, =0, ova vrijednost se uvijek odnosi na nultu
frekvenciju i pokazuje za koliko je originalni signal pomaknut od x osi, u ovom slucaju
rezultat je O pa zakljuCujemo da originali signal nije pomaknut. Vrijednosti F; i F;
jedine su koje nisu 0. Iz nase originalne funkcije o€ekivali bismo da imamo vrijednost
s amplitudom 1 za frekvenciju F;. 1z rezultata vidimo da F, pokazuje amplitudu od 4
$to nije to¢no (amplituda se racuna kao apsolutna vrijednost dobivenog kompleksnog
broja), takoder vidimo da F, takoder pokazuje vrijednost Sto bi znacilo da je
frekvencija F, komponenta originalnog signala Sto takoder nije to¢no. Jedno od
svojstava DFT-a jest da nije moguce detektirati frekvencije koje su vece od broja
podataka izmjerenih u sekundi podijeljenih na pola. Navedeno svojstvo naziva se
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Nyquistova frekvencija (engl. Nyquist frequency) nazvana prema Harryju Nyquistu,
fiziCaru zasluznom za njeno otkrice. Broj podataka izmjerenih u sekundi (engl.
sampling frequency) izraZzava se u hercima i u naSem slucaju iznosi 8 herca. Prema
tome u ovom primjeru nije moguce izmjeriti komponente vecCe od 4 herca te se te
frekvencije, iako pokazuju neku vrijednost nejednaku nuli, ignoriraju. Posto u nasem
slu€aju ignoriramo pola podataka moramo sve frekvencije koje su pokazale neki
rezultat udvostruciti pa tako za F; dobivamo vrijednost 0 — 8i. Sada F; pokazuje
amplitudu od 8 sto i dalje nije toCno, kako bi dobili toCne podatke moramo izraCunati
prosjek za sve dobivene amplitude tako da podijelimo dobivene vrijednosti s brojem
podataka, u nasem slu€aju dijelimo 8 s 8 i dobivamo 1, Sto je i oCekivana
amplituda[20][15].

Posto smo kao originalnu funkciju uzeli sinus funkciju od 1 herca nije bilo teSko
interpretirati dobivene rezultate, ali Sto ako je poCetna funkcija bila pomaknuta za
neku vrijednost, ili je bila kosinus funkcija, u tom slu€aju jednostavnim Citanjem
amplitude i frekvencije ne bi dobili dobre rezultate. Ve¢ je napomenuto da rezultat
transformacije daje amplitudu, frekvenciju i pomak. Zato za dobiveni rezultat

racunamo pomak prema sljedecoj formuli [20]:

By
0 = arctan—
Ay

Kad bi uvrstili dobivenih 0 — 4i u formulu dobili bi dijeljenje s 0 Sto nije definirano,

u tom sluéaju kada je A, = 0 pomak se odreduje prema predznaku imaginarnog
dijela, ako je predznak pozitivan pomak je g a ako je negativan pomak je —g. U
nasem slu€aju pomak je —g. IzraCunati pomak se odnosi na kosinus funkciju, ako

nacrtamo kosinus funkciju od 1 herca, s amplitudom od 1 i pomakom od —g

dobivamo originalnu funkciju i tako znamo da smo transformacijom dobili dobar
rezultat.

Bez obzira od koliko komponenata je originalni signal sacinjen moguce ih je sve
otkriti provodenjem DFT-a pod uvjetom da se odabere prikladan broj podataka i

prikladan interval izmedu biljezenja podataka.
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3.5. Brze Fourierove transformacije (FFT)

Glavni problem kod racunanja DFT-a za neki signal jest broj potrebnih izraCuna. U
prijasnjem poglavlju transformaciju smo racunali kao sumu N podataka te je za svaku
sumu bilo potrebno provesti N izraCuna, drugim rijeCima ako imamo N podataka
potrebno je provesti N? izrac¢una. Za 8 podataka potrebno je provesti 64 izratuna $to
je bez problema izvedivo, ali u prakticnim primjenama Fourierovih transformacija
brojevi podataka su puno veci. Ako imamo veliki set od milijun podataka potrebno je
trilijun izraCuna Sto u vrijeme kada su se DFT pocele raCunati pomoc¢u racunala nije
bilo moguce realizirati [8][15].

Kao Sto je ve¢ spomenuto u poglavlju o povijesti Fourierovih transformacija
matemati¢ar James Cooley pronasao je nacin kako puno brze raCunati DFT, toCnije
umjesto da je za N podataka potrebno N? izraGuna ovom metodom potrebno je
Nlog(N) izraCuna. U prijevodu transformacija koja bi inaCe trajala godinama
koriStenjem ovog algoritma nazvanog FFT traje nekoliko minuta. U nastavku je

prikazana razlika u rastu broja kalkulacija u slu€aju diskretnih i brzih transformacija:

250000 +
200000 +
150000 -
100000 A

50000 -

1 T T T T
100 200 300 400 500

Slika 14: Prikaz razlike u potrebnom broju izracuna za FFT i DFT [autorski rad]

X os prikazuje broj podataka a y os prikazuje broj potrebnih izraCuna, moze se
vidjeti ogromna razlika u broju potrebnih izracuna, razlika se povecava povecanjem
broja podataka Sto znaCi da vedéi setovi podataka imaju viSe Kkoristi od brzih

Fourierovih transformacija. Ali kako od N? izratuna do¢i do Nlog(N) izraduna?
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Krenimo od ilustracije onoga S&to diskretna Fourierova transformacija radi s
originalnom funkcijom, ako opet uzmemo funkciju f(t) = sin(t) i iz nje uzmemo 4
podatka dobivamo sljedece vrijednosti:

f(to) = sin(0) = 0

£(t,) = sin (g) 1

£(t2) = sin(m) = 0
3
f(t5) = sin (7”) -1

Naravno 4 podatka nisu dovoljna za provodenje transformacije ako Zelimo korisne
rezultate, ali u ovom slu€aju lakSe je raditi sa samo 4 podatka za bolju vizualizaciju.
Kada bi i8li provoditi transformaciju za svaku pojedinu sumu mnozili bi podatke s tri
sinus funkcije i tri kosinus funkcije kako bi dobili komponente originalne funkcije. Na
sljedecoj slici prikazana su 4 izmjerena podatka i tri sinus funkcije koje se koriste u

izracunu.

/
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Slika 15: Prikaz izmjerenih podataka i funkcija koje se koriste u izracunu [autorski rad]

Iz slike se vidi da su podaci biljezeni od 0 do 2m, kada bi radili diskretnu

transformaciju za svaki podatak (crvena toCka) bi morali napraviti 4 izraCuna, posto
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ima 4 podatka radili bi ukupno 16 izracuna. FFT algoritam iskoriStava €injenicu da su
sinusoide periodi¢ne, tj. ako znamo vrijednost funkcije u f(t) onda ¢e ta ista funkcija
imati tu istu vrijednost u f(t + T) gdje je T period funkcije. Na slici se moze vidjeti da
centralnu toCku funkcije sijeku na mjestu gdje imaju istu vrijednost kao i u prvoj tocki,
takoder se vidi da funkcija u zadnjoj to¢ki ima suprotnu vrijednost od vrijednosti u
drugoj tocki, to zna€i da mozemo izraCunati vrijednost transformacije za prve dvije
toCke i kopirati dobivene vrijednosti u druge dvije toCke (i promijeniti predznak gdje je
potrebno). Time smo smanijili potreban broj izraCuna na Nlog(N). U primjeru nisu
pokazane kosinus funkcije, jer znamo da je originalna funkcija bila sinus pa kosinus
funkcije nece korelirati s izmjerenim podacima U opcenitom slu€aju periodi¢nost
funkcija moze se primijeniti i na sinus i na kosinus funkcije [8].

Jos ostaje pitanje kako za proizvoljni signal s proizvoljnim brojem podataka znati
koje izraCune treba odraditi, a koji se mogu samo kopirati. Ako pogledamo $to smo
radili u gornjem primjeru moze se vidjeti da smo za one frekvencije koje su parne
mogli samo prekopirati vrijednost (za sin(0t) i sin(2t)) dok smo za neparne funkcije
morali uzeti suprotnu vrijednost (za sin(t) i sin(3t)). Ova podjela je zapravo zadniji
korak FFT algoritma. Opcenito ako imamo N podataka i ako je N potencija broja dva
onda podatke mozemo podijeliti na pola, jedna grupa ¢e sadrzavati parne podatke a
druga neparne, za obje grupe mozemo iskoristiti periodi¢nost sinus i kosinus funkcija
te odraditi samo pola izracuna, a drugu polovicu prekopirati. Jednom podjelom upola
smo smanijili broj potrebnih izraCuna, ako nastavimo dijeliti podatke na pola i pri
svakoj podjeli obavimo potrebni broj izraCuna te ih prekopiramo doé¢i ¢emo do
smanjenja potrebnog broja izraCuna na Zeljenih Nlog(N) [8].

Opisani princip koristi se kad god se u praksi zeli obaviti brza Fourierova
transformacija, ali kao Sto je napomenuto ta brzina ovisi o tome je li broj ulaznih
podataka potencija broja 2, ako to nije slu¢aj broj potrebnih izraCuna se povecava i
samim time se povecava potrebno vrijeme za obavljanje transformacije. Tako je na
primjer potrebno viSe vremena ta se obavi transformacija za 200 podataka nego $to
je potrebno da se obavi za 256 podataka.

Otkri¢e algoritma za FFT otvorilo je vrata ogromnom broju primjena Fourierovih
transformacija, danas gdje god ima ikakvog oblika obrade nekog signala vrlo je
vjerojatno da se koristi FFT. FFT algoritam naiSao je na Siroku primjenu i u polju

racunalne grafike te ¢e se tim primjenama baviti ostatak ovoga rada.
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3.6. Fourierove transformacije i racunalna grafika

3.6.1.Uvod u rac¢unalnu grafiku

Kako bi razumjeli kako se Fourierove transformacije uklapaju u polje racunalne
grafike potrebno je razumijeti sto je raCunalna grafika i Sto obuhvaca. Postoji mnogo
definicija raCunalne grafike, jedna od njih govori da se racunalna grafika odnosi na
tehnologiju koja generira slike na zaslonu raCunala. Nesto opcenitija definicija
definira raCunalnu grafiku kao svaku skicu, crtez ili specijalnu mrezu koje slikovno
prikazuju smislene informacije [21][22].

Opcenito gledajuéi kada god se na raCunalu prikazuje neka slika koja je
generirana pomoc¢u racunala ili snimljena digitalnom kamerom u njezin prikaz i
generiranje je u uklju€ena racunalna grafika.

Polja raCunalne grafike i digitalne fotografije su usko povezana ali vazno je
napraviti razliku izmedu njih. Racunalna grafika opcenito se odnosi na stvaranje i
manipulaciju vizualnog sadrzaja pomocu racunala dok se digitalna fotografija odnosi
na snimanje, obrada i spremanje podataka iz stvarnog svijeta u obliku digitalne
fotografije. U procesu stvaranja vizualnog sadrzaja polja raunalne grafike i digitalne
fotografije se ispreplicu te su podjednako vazna. Racunalnu grafiku i digitalnu
fotografiju stoga mozemo smatrati poljima koja su neodvojiva kod stvaranja raznih
vrsta digitalnog sadrzaja, iz tog razloga ¢e se u ostatku rada u kojem se govori o
primjenama Fourierovih transformacija gledati primjene u racunalnoj grafici i digitalnoj
fotografiji [21][22].

Racunalna grafika je svoje primjene nasla u digitalnoj fotografiji, filmu i televiziji,
video igrama i svim drugim elektroni€¢kim uredajima koji sluze za prikazivanje slika.
Kada pogledamo Siroki spektar njezinih primjena mozemo =zakljuciti da je u
danasnjem tehnoloSkom drustvu racunalna grafika jedno od najrasirenijih polja u
informatici i raCunarstvu [21].

Za razumijevanje primjene Fourierovih transformacija u racunalnoj grafici
potrebno je objasniti razliku izmedu dva osnovna tipa raCunalne grafike: rasterske

grafike i vektorske grafike.
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VECTOR RASTER

Slika 16: llustracija koncepta vektorske i rasterske grafike [23]

3.6.1.1. Rasterska i vektorska grafika

Rasterska grafika predstavlja najosnovniji i najintuitivniji oblik prikaza slike na
ratunalu. Kod rasterske grafike slika se u raCunalu sprema u obliku
dvodimenzionalnog polja u koje se spremaju podaci o pikselima. Prikaz slike je
takoder dvodimenzionalno polje veli€ine koja odgovara rezoluciji slike, svaki element

polja odgovara jednom pikselu odredene boje [21].

RASTER

Slika 17: llustracija rasterske grafike [24]

Naj¢eSc¢e se boja svakog piksela sprema u obliku RGB (engl. red, green, blue)
vrijednosti. RGB vrijednost se sastoji od tri komponente od kojih svaka odgovara
jednoj boji, konkretno crvenoj, zelenoj i plavoj. Za svaki piksel spremaju se tri

numeriCke vrijednosti od 0 do 255 koje govori o zastupljenosti pojedine boje u tom
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pikselu. Neki formati slike koriste proSirenje RGB vrijednosti u kojem se svakom
pikselu uz RGB vrijednost dodaje vrijednost A (engl. alpha) koja predstavlja
prozirnost tog piksela i izrazava se vrijednostima izmedu 0.0 i 1.0 [21].

U pravilu veci broj piksela znaci veCu rezoluciju slike i samim time ostriju sliku.
Smanjenjem broja piksela slika postaje mutnija. Kod spremanja slika mora se postici
balans izmedu rezolucije i potrebne memorije za spremanje slika jer povecanjem
rezolucije za faktor 2 (npr. slike od 128x128 piksela i 256x256 piksela ) za sobom
povlaCe povecanje broja piksela za faktor 4 (od 16384 piksela na 65536 piksela). To
znaci da slika duplo vece rezolucije zahtjeva 4 puta viSe memorije za pohranu na
racunalu.

Za razliku od rasterske grafike vektorska grafika ne sprema podatke o pikselima.
U slu€aju vektorske grafike slike se u racunalo spremaju u obliku geometrijski
definiranih toCaka, linija, krivulja i oblika. Kada korisnik Zeli pogledati tako definiranu
sliku matemati¢ka (geometrijska) reprezentacija slike se pretvara u vizualnu
reprezentaciju [21].

Prednost ovog nacin spremanja slike jest bolja kvaliteta slike i moguénost
skalabilnosti slike. Kada se rasterska slika povecava ili smanjuje pojavljuje se
problem zamucivanja i izoblienja slike kao i pojave artefakta. Cinjenica da su
vektorske slike spremljene u obliku matemati¢kih formula znaci da se mogu skalirati
(povecavati i smanijivati) bez gubitka kvalitete, jer se pri svakom skaliranju slika

ponovno generira koriste¢i matematicki oblik u kojem je spremljena [21].

VECTOR

Slika 18: llustracija vektorske grafike [24]
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Vektorske slike su gotovo uvijek generirane pomocu racunala, a slika zabiljezena
kamerom se uvijek sastoji od piksela te ju nije moguce spremiti u vektorskom obliku.

U praksi primjene Fourierovih transformacija u vektorskoj grafici su gotovo
nepostojece i to iz mnogo razloga. Neki od njih su vrlo dobra optimizacija algoritama
za stvaranje vektorske grafike, ne postojanje potrebe za kompresijom i
izoStravanjem vektorske grafike (Sto je jedan od glavnih sluajeva Kkoristenja
Fourierovih transformacija) i injenica da se vektorska grafika sastoji od oblika, linija i
krivulja koje Cesto nisu pogodne za Fourierove transformacije ili ih nema smisla
transformirati.

Gotovo svi slu€ajevi uporabe imaju veze s rasterskom grafikom pa ostatak ovog
poglavlja nastoji objasniti kako se Fourierove transformacije mogu primijeniti na
dvodimenzionalne grupe vrijednosti piksela i koji svi slu€ajevi koriStenja proizlaze iz

njihove primjene.
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3.6.2.Povezanost Fourierovih transformacija i raunalne grafike

Kako bi pokazali kako se bilo koja slika moze prikazati kao suma sinusoida treba
objasniti pojam sinusoidalne reSetke (engl. sinusoidal grating) [25].Opcenito,
sinusoida je odredena s tri parametra: periodom (T), amplitudom (4) i faznim

pomakom funkcije (¢):
2mt
f(t) =Ax sin(T +0)

Za primjer uzimamo funkciju sinus s amplitudom 2, periodom 300 i faznim

pomakom 0. Navedena funkcija prikazana je na slici 19:

N

T T T T T
—400 —200 200 400

—2

Slika 19: Prikaz sinus funkcije s amplitudom 2 i periodom 300 [autorski rad]

Sinusoidalna reSetka je dvodimenzionalna reprezentacija sinusoidalne funkcije u
kojoj amplituda funkcije varira u odredenom smjeru (orijentaciji). Sinusoidalna reSetka

gornje funkcije (pri Cemu je t = x) prikazana je na slici 20:
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Slika 20: Sinusoidalna reSetke funkcije s amplitudom 2 i periodom 300 [autorski rad]
Sto su ,valovi“ gudéi to je period maniji i frekvencija veéa, slika 21 prikazuje istu
funkciju s periodom od 100:
D -

200

400 A

8OO

1000 -
0 200 400 600 800 1000

Slika 21: Sinusoidalna reSetke funkcije s amplitudom 2 i periodom 100 [autorski rad]
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Orijentacija reSetke oznaCava smjer pruzanja valova na reSetki, reSetka se moze

rotirati prema sljedec¢oj formuli [25]:

t' = xcos(¢p) + ysin(¢)
Gdje ¢ oznacava Zeljeni kut rotacije u radijanima.

Ako prema ovoj formuli rotiramo gornju funkciju za % radijana (45°) dobivamo

sljededi rezultat:
r
201
4010

600

800

1000 /

0 200 400 g00 800 1000
Slika 22: Sinusoidalna reSetka rotirana za 45 stupnjeva [autorski rad]

Sve rasterske slike mogu se dekonstruirati u sumu sinusoida razli€itin frekvencija,
pomaka, amplituda i orijentacija slicnih onima prikazanima na gornjim primjerima.
Zbrajanjem svih sinusoidalnih reSetki dobivenih dekonstrukcijom slike originalna slika
moze se rekonstruirati.

Pogledajmo sada rezultat izraCuna FFT algoritma za gornje funkcije s periodom
100 i periodom 200:
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Slika 23: Rezultat FFT-a za funkciju s periodom 100 [autorski rad]

0 430
200 490
400
500
&00
510
800
1000 520

0 250 500 750 1000 480 490 500 510 520

Slika 24: Rezultat FFT-a za funkciju s periodom 300 [autorski rad]

Kao Sto znamo iz poglavlja o diskretnim Fourierovim transformacijama rezultat
transformacije je kompleksni broj, tj. ima imaginarni i realni dio. Rezultat
transformacije prikazane na gornjim slikama takoder je kompleksni broj. Kako bi se
rezultat transformacije prikazao na slici uzeta je apsolutna vrijednost realnog i
imaginarnog dijela. Vidi se da obje transformacije prikazuju dvije tocke,
transformacije jedne sinusoide uvijek e se pokazati kao par toCaka koje su centralno
simetriCne. Udaljenost toCaka od centra oznacuje frekvenciju originalne funkcije, sto
su toCke udaljenije od centra to je frekvencije veca tj. period je manji. Kut koji toCke
zatvaraju s horizontalnom linijjom koja prolazi kroz srediSte predstavlja orijentaciju

(rotaciju) originalne funkcije. Ovo svojstvo je prikazano na sljedecoj slici koja
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prikazuje gornju funkciju s frekvencijom od 100 rotiranu za 45 i njezinu

transformaciju [25].
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Slika 25: Rezultat transformacije funkcije s frekvencijom 100 i rotacijom od 45 stupnjeva

[autorski rad]

Ako se napravi Fourierova transformacija na slici koja sadrzi sumu dvije sinusoide
oCekivani rezultat bi bila transformacija koja sadrzi 4 toCke. Navedena transformacija

prikazana je na slici 26:
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Slika 26: Rezultat transformacije dvije sinusoidalne funkcije [autorski rad]

Gornja slika prikazuje sumu dvije sinus funkcije, jedna s frekvencijom od 100
rotirana za 90° i druga s frekvencijom od 200. Rezultat pokazuje Fourierovu
transformaciju na kojoj se vide parovi to€aka koji se odnose na pojedine funkcije.

Dodavajuci sinusoide na ovaj nacin u kombinacijama razli¢itih frekvencija,
pomaka, amplituda i rotacija moze se dobiti svaka rasterska slika. Broj komponenti

koje sadrzi rasterska slika direktno ovisi o rezoluciji slike, slike vece rezolucije imaju
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vise komponenti, npr. slika rezolucije 301x301 piksel moZe se dekomponirati na
45300 sinusoida. Vazan element za rekonstrukciju slike na sinusoide i uporabu
Fourierove transformacije nad slikom jest uloga sinusoida s visokim i niskim
frekvencijama. Niske frekvencije sadrzavaju osnovne podatke o slici tj. slika s niskim
frekvencijama bit ¢e nedefinirana i mutna, visoke frekvencije daju slici strukturu, one
definiraju ostre rubove tj. obrise slike. Slika s pretezno visokim frekvencijama
sadrZzava samo obrise slike bez pozadinskih podataka [25].

Opisani nacin konstrukcije slike pomoc¢u sinusoida ilustrira kako i zasto Fourierove
transformacije rade na rasterskim slikama. Ako se svaka slika sastoji od sume
sinusoida onda sliku mozZemo smatrati ulaznim signalom za brzu Fourierovu
transformaciju, vrijednosti piksela predstavljaju set podataka s kojima radimo
(mozemo ga smatrati vrijednostima funkcije koju transformiramo). Broj podataka
odgovara broju frekvencija s kojima mnoZzimo originalni set podataka. Kad se podaci
o pikselima slike provedu kroz FFT algoritam dobiju se podaci o frekvencijama koje
slika sadrzava te o svojstvima tih frekvencija.

Na slici 27 prikazan izgled Fourierove transformacije za sliku rezolucije 512x512
piksela:

Slika 27: Prikaz transformacije slike rezolucije 512x512 [autorski rad]
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|z slike se vidi svojstvo centralne simetrije. Takoder se vidi raspored frekvencija u
transformaciji. Centar transformacije sadrzi podatke o sinusoidama na niskim
frekvencijama, kako se udaljavamo od centra tako se povecéava frekvencija
sinusoida.

Rezultat FFT algoritma jest ekvivalentna reprezentacija slike u frekvencijskoj
domeni, koja olak$ava obradu slike na razne nacine te optimizira spremanije slike u
racunalo.

Kada god se u polju racunalne grafike koristi FFT algoritam za obradu slika koristi
se ovaj princip pretvaranja slike u frekvencijsku domenu. U nastavku su prikazani

glavni slu¢ajevi primjene brzih Fourierovih transformacija u racunalnoj grafici.
3.6.3. Primjena Fourierovih transformacija u raunalnoj grafici

3.6.3.1. Prikaz slika

U prethodnom poglavlju objasnjeno je kako se svaka slika mozZe rekonstruirati
zbrajanjem odredenog broja sinusoida s razliCitim svojstvima. Takoder je objasnjeno
kako se navedeno svojstvo moze iskoristiti za uporabu algoritma brzih Fourierovih
transformacija kako bi se dobio prikaz slike u frekvencijskoj domeni.

JoS ostaje za objasniti kako se brza Fourierova transformacija primjenjuje na 2D
polje koje sadrzi informacije o pikselima.

Posto radimo s dvodimenzionalnim poljem koristimo formulu za dvodimenzionalnu

Fourierovu transformaciju [26]:

F(u,v) =f J f(x,y)e 2rwx+vy) gy dy

Takoder se koristi formula za dvodimenzionalnu inverznu transformaciju [26]:

f(x, y) = J J F(u, v)eiZH(ux+vy) du dv

Navedene formule treba pretvoriti u formule za diskrethu dvodimenzionalnu

Fourierovu transformaciju kako bi ih mogli koristiti na podacima o pikselima slike.
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Formule za diskretnu transformaciju i inverznu diskretnu transformaciju prikazane su

u nastavku [27]:

1 M-1N-1 (k ! )
- —i2m M"H'Nn
Flk,1] N flm,nle
m=0 n=0
M-1N-1 % ]
f[m, n] — F[k, l]ei2n(ﬁm+ﬁn)
k=0 1=0

U konkretnim sluCajevima vecina algoritama za FFT nad dvodimenzionalnim
podacima radi na sljede¢i nacin. Prvo se uzimaju vrijednosti piksela za svaki red
piksela na slici, za svaki red provede se brza Fourierova transformacija, dobiveni
rezultat prikazuje koje su frekvencijske komponente prisutne u pojedinom redu
piksela. Dobivene rezultate spremamo u dvodimenzionalno polje i nad njima
provodimo jo$ jedan set brzih Fourierovih transformacija za svaki stupac. Rezultat je
dvodimenzionalna Fourierova transformacija koja sadrzi podatke o frekvencijskim
komponentama cijele slike. Treba napomenuti da nije vazno krecemo li prvo s
transformaciju redova pa stupaca ili kre€emo sa stupcima pa onda redovima, u oba
slu€aja dobivaju se isti rezultati [8].

Provodenjem transformacije na gore opisani nacin originalna reprezentacija slike

se pretvara u reprezentaciju u frekvencijskoj domeni.

3.6.3.2. Filtriranje slika

Filtriranje slika koriStenjem brzih Fourierovih transformacija odnosi se na nekoliko
konkretnih primjena: izoStravanje slika, zamucivanje slika i detektiranje rubova slika
(engl. edge detection).

Primjena ovih metoda puno je lakSa u frekvencijskoj domeni nego u prostornoj
domeni (originalni prikaz slike). Kako bi razumijeli zasto je filtriranje slike lakSe u
frekvencijskoj domeni moramo dobro razumjeti Sto je rezultat dobiven
transformacijom slike u frekvencijsku domenu. U nastavku je prikazana slika u

prostornoj domeni i njezina reprezentacija u frekvencijskoj domeni:
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Ve¢ znamo da frekvencijska domena daje podatke o svakoj sinusoidi koja je
komponenta originalne slike, takoder znamo da $to se viSe udaljavamo od centra u
frekvencijskoj domeni to su frekvencije vise.

Ako bi u slici bilo manje sinusoida na visokim frekvencijama slika bi bila mutnija,
ako bi pak bilo manje podataka o niskim frekvencijama slika bi izgubila pozadinske
podatke tj. ostali bi samo podaci o ostrim rubovima. Ako imamo sliku u prostornoj
domeni nije nimalo lagano izdvaoijiti visoke ili niske frekvencije i izbaciti ih van, ali ako
je slika transformirana u frekvencijsku domenu taj zadatak postaje puno laksi. Ako na
primjer iz slike Zelimo izbaciti visoke frekvencije onda vrijednosti uz rubove postavimo
na 0, ako pak Zelimo izbaciti niske frekvencije onda vrijednosti oko centra postavimo
na 0. Znamo da se koriStenjem inverzne Fourierove transformacije iz frekvencijske
domene dobiva originalna slika. Ako iz frekvencijske domene dio podataka postavimo
na 0 koridtenjem inverzne Fourierove transformacije i dalje dobivamo originalnu sliku

ali u filtriranom obliku.
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e |zostravanje slika

IzoStravanje slika u kontekstu koriStenja brzih Fourierovih transformacija i
frekvencijske domene odnosi se na pojacavanje uloge sinusoida visokih frekvencija i
pojacanje kontrasta slike. Kako bi se postigao Zeljeni efekt potrebno je na sliku u
frekvencijskoj domeni primijeniti filter za izoStravanje. Ako Zelimo pojacati ulogu
visokih frekvencija onda vrijednosti na rubu slike mnozimo s nekim faktorom vecim
od 1. Ako Zelimo postici veci kontrast onda moramo smanijiti ulogu dijela podataka o
niskim frekvencijama kako bi se smanijila prosje€na svjetlina slike a sa¢uvali podaci o
niskim frekvencijama. Jedan od nacina za konstruiranje takvog filtera je mnozenje
vrijednosti u sredistu s nekom vrijednosti manjom od 1 (ovisno o Zeljenoj jacini
kontrasta), zatim od srediSta do odredene udaljenosti od centra interpoliramo izmedu
vrijednosti s kojom smo mnozili centar do maksimalne Zeljene vrijednosti. Ovime
postizemo da se udaljavanjem od centra postepeno povecava uloga visokih
frekvencija i smanjuje uloga niskih frekvencija. Nakon interpolacije sve ostale
vrijednosti na rubovima mnozimo s odredenom maksimalnom vrijednosti [28].

Rezultat koriStenja ovakvog filtera prikazan je na slici 29.
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Slika 29: Rezultat koristenja filtera za izoS8travanje [autorski rad]

Iz rezultata se vidi da se primjenom filtera na originalnu zamuéenu sliku postize

efekt izoStravanja i efekt pojacanja kontrasta.
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Ova vrsta filtriranja je korisna iz jednostavnog razloga da neke slike bolje
izgledaju kad su izoStrene te se iz njih moze izvuci vise informacija. Primjena se
takoder nalazi kada je potrebno detektiranje rubova bez gubitka podataka o

originalnoj slici.

e Detektiranje rubova

Za detektiranje rubova koriste se visoko-frekvencijski (engl. high pass) filteri. Cilj
ovih filtera je uklanjanje podataka o niskim frekvencijama i ostavljanje podataka o
visokim frekvencijama, time se nakon inverzne transformacije dobiva slika koja sadrzi
samo obrise originalne slike.

Znamo da se kod standardnog FFT algoritma podaci o visokim frekvencijama
spremaju na rubove dobivenog 2D polja. Ako se zeli posti¢i efekt visoko-
frekvencijskog filtera potrebno je podatke od sredista do Zzeljene udaljenosti od
srediSta postaviti na nula, kako bi se kod inverzne transformacije koristili smo podaci
o visokim frekvencijama.

Osnovni tip visoko-frekvencijskog filtera je tzv. idealni visoko-frekvencijski filter.
Ovaj se filter konstruira to¢no po definiciji, odreduje se Zeljena udaljenost od sredista
(engl. cut off distance), vrijednosti koje su na udaljenosti manjoj od Zeljene
udaljenosti postavljaju se na 0 dok se vrijednosti na vecoj udaljenosti ne diraju [28]
[29].

Primjer originalne slike, primijenjenog idealnog visoko-frekvencijskog filtera na

njenu Fourierovu transformaciju i rezultata prikazan je na slici 30.

Slika 30: Prikaz rezultata primjene idealnog visoko-frekvencijskog filtera [autorski rad]
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Za gornji primjer koriSten je visoko-frekvencijski filter u kojem su se vrijednosti na
udaljenosti manjoj od 10% (od ukupno 100% koliko je do ruba) postavili na 0. U
rezultatu vidimo obrise originalne slike osim obrisa tornja crkve koji se vrlo slabo vidi.
Ovo je oCekivani rezultat jer granica izmedu tornja i neba na originalnoj slici nije oStro
definirana tj. boje su im vrlo sliCne pa se u rezultatima ta granica manifestira u obliku
pretezito niskih frekvencija koje ovaj filter postavlja na 0. rezultat takoder pokazuje
pojavu tzv. Prstenastih artefakata (engl. ringing). Navedeni artefakti oCitavaju se u
obliku Sirenja obrisa oko svakog definiranog obrisa originalne slike te se zbog njih
dobivaju nekvalitetni rezultati [28].

Prstenasti artefakti glavni su problem kod koriStenja visoko-frekvencijskog filtera.
Razlog njihove pojave jest ,08tra“ granica na kojoj se vrijednosti prestaju postavljati
na 0. Kako bi se pojava artefakata izbjegla potrebno je posti¢i postepeni prijelaz
izmedu postavljanja vrijednosti na 0 i ostavljanja vrijednosti kakve jesu. Postoji
nekoliko vrsta filtera koji postizu Zeljeni efekt a najpopularniji od njih su Gaussov
visoko-frekvencijski filter i Butterworthov visoko-frekvencijski filter [28][29].

Butterworthov filter se konstruira prema sljedec¢oj formuli [29]:

1
Do
D(u,v)

H(u,v) =

1+] 12n

Gdje u i v oznaCavaju polozaj u frekvencijskoj domeni, D(u,v) udaljenost od
ishodista frekvencijske domene, n oznacava ,jacinu” filtera (engl. order) a D, zeljenu
,cut off“ udaljenost.

Gaussov visoko-frekvencijski filter konstruira se prema sljedecoj formuli [29]:
H(wv) = 1 — e D*w)/2D5
Oba filtera postizu sliCne rezultate i uspijevaju u postizanju Zeljenog efekta
uklanjanja prstenastih artefakata. Na slici 31 prikazana je originalna slika i efekt

idealnog, Butterworthovog i Gaussovog visoko-frekvencijskog filtera s D, udaljenosti
od 15.
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Slika 31: Efekt idealnog, Butterworthovog i Gaussovog visoko-frekvencijskog filtera [29]

Visoko-frekvencijski filteri su primjenu nasli u polju strojnog ucenja (engl. Machine
Learning)
i racunalnog vida (engl. computer vision). Navedena polja se izmedu ostalog bave
analizom slika te detektiranjem (engl. feature detection) i izvlaenjem (engl. feature
extraction) oblika iz njih. Posto visoko-frekvencijski filteri naglasavaju rubove slika

mogu posluziti za navedene tehnike [30].

e Zamuéivanje slika

Kako bi se postigao efekt zamucivanja slika potrebna je inverzija onoga Sto rade
visoko-frekvencijski filteri, tj. potrebno je izostavljanje podataka o0 visokim
frekvencijama i ostavljanje podataka o niskim frekvencijama. Vrsta filtera koji postizu
efekt zamucivanja na navedeni nacin nazivaju se nisko-frekvencijski (engl. low pass)
filteri [28][29].

Kod nisko-frekvencijskog filtera takoder se odreduje Zeljena ,cut off* udaljenost te
se vrijednosti vece od te udaljenosti postavljaju na 0 dok se vrijednosti manje od te
udaljenosti ne diraju. Kod inverzne transformacije koriste se pretezito podaci o niskim
frekvencijama i kao rezultat se dobiva zamucena slika bez ostrih i definiranih rubova

[29].

44



Na slici 32 prikazan je efekt primjene nisko-frekvencijskog filtera.

Slika 32: Efekt primjene nisko-frekvencijskog filtera [autorski rad]

,Cut off* udaljenost je opet postavljena na 85 a u rezultatima se vidi Zeljeni efekt
zamucivanja. Kao i kod visoko-frekvencijskog filtera pojavljuju se prstenasti artefakti,
razlog tome je opet ostra ,cut off* udaljenost. 1z navedenog mozemo zakljuciti da je
ovdje primijenjen idealni nisko-frekvencijski filtar. RjeSavanje problema prstenastih
artefakata jednako je kao i kod visoko-frekvencijskog filtera tj. potrebno je postepeno
proci kroz Zeljenu ,cut off“ udaljenost [29].

| u ovom sluCaju postoji nekoliko naCina kako u rezultatu ukloniti prstenaste
artefakte, najpopularniji su kao i kod visoko-frekvencijskog filtera Butterworthov i
Gaussov nisko-frekvencijski filtri.

Butterworthov nisko-frekvencijski filtar zadan je sljede¢om formulom [29]:

1
1+ [D(u,v)/Dy]?"

H(u,v) =

Gaussov nisko-frekvencijski filtar zadan je sljede¢om formulom [29]:

H(u, U) — e—Dz(u,v)/ZDg

Moze se primijetiti da su formule za filtre gotovo identicne, Gaussov filtar se
raCuna na isti naCin samo $to se kod visoko-frekvencijskog filtera izraCunata
vrijednost oduzima od 1. Kod Butterworthovog filtera razlika je jedino $to se
udaljenost neke prostorne koordinate od centra dijeli s ,,cut off* udaljenosti dok je kod
visoko-frekvencijskog filtera postupak obrnut. Ova sli¢nost u formulama je oCekivana
jer je visoko-frekvencijski filtar zapravo inverzija nisko-frekvencijskog filtera.
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Na slici 33 prikazana je originalna slika i efekt idealnog, Butterworthovog i

Gaussovog nisko-frekvencijskog filtera s ,cut off* udaljenosc¢u od 15.
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Slika 33: Efekt idealnog, Butterworthovog i Gaussovog nisko-frekvencijskog filtera [29]

Nisko-frekvencijski filtri dobri su za filtriranje slika koje imaju jako ,0Stre obrise” tj.
kod slika koje su previse naglasene. Primjena se takoder vidi kod poboljSanja
kvalitete zrnatih slika jer se nisko-frekvencijskim filterom postize efekt izjedna¢avanja

(engl. smoothing).

3.6.3.3. Kompresija i dekompresija slika

Jedna od opcenito najraSirenijin primjena brzih Fourierovih transformacija jest
kompresija i dekompresija digitalnih fotografija. Vaznost ove primjene posebno je
naglasena danas kada je vecina kamera na pametnim telefonima sposobna slikati
slike visokih rezolucija.

Ve¢ je objasnjeno kako se provodi brza Fourierova transformacija na slici, prvo se
transformiraju redovi pa stupci ili obrnuto, a rezultat daje reprezentaciju slike u

frekvencijskoj domeni.
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Krenimo od nacina kako raCunala spremaju podatke o digitalnoj fotografiji.
Moderni pametni telefoni mogu snimiti slike visoke rezolucije, za primjer ¢emo uzeti
da je slika rezolucije 3024x3024 piksela. Ovakva slika u sebi sadrzava podatke o
vrijednostima 9144576 piksela. Kada bi se podaci o vrijednostima svih tih piksela
spremili na racunalo to bi zahtijevalo puno memorije za samo jednu sliku. Konkretno
spremanje slike rezolucije 3024x3024 u originalnom formatu s vrijednostima svih
piksela zahtijeva priblizno 20 megabajta. 20 megabajta se za moderna racunala na
prvi pogled ne Cini puno, ali lako se moZe vidjeti kako se koli€ina potrebne memorije
povecéava ako znamo cCinjenicu da prosjecni pametni telefon ima u sebi pohranjeno 2
do 3 tisuce slika. Veliki memorijski zahtjevi za spremanje slika u ,izvornom* formatu
razlog su tome da gotovo svi najpopularniji formati slika koriste neki algoritam
kompresije pri spremanju slike. Konkretno spremanje slike rezolucije 3024x3024
piksela u .jpg formatu zahtijeva oko 2 megabajta memorije. 1z navedenog se vidi
velika redukcija u potrebnoj memoriji, a nac¢in na koji razli¢iti formati postizu tu
redukciju jest primjena algoritama za kompresiju koji se u vecoj ili manjoj mijeri
baziraju na Fourierovim transformacijama [8][28].

U praksi kada god se snimi digitalna slika nad njom se provodi brza Fourierova
transformacija te se dobiva prikaz slike u frekvencijskoj domeni. Kao $to znamo iz
poglavlja o nisko-frekvencijskim filtrima vecina vrijednosti u frekvencijskoj domeni
koja se odnosi na visoke frekvencije moze se postaviti na 0 bez da se znac¢ajno gubi
na kvaliteti slike. Ovu €injenicu iskoriStavaju algoritmi za kompresiju, iz slike visoke
rezolucije moze se odbaciti i vise od 90% podataka o visokim frekvencijama te se
spremaju samo preostali podaci o niskim frekvencijama. Ako to primijenimo na sliku
rezolucije 3024x3024 piksela i iz nje izbacimo 90% frekvencija znaci da umjesto da
spremamo podatke o 9 milijuna moramo spremiti samo podatke o 900 tisuca
frekvencija. Ovo smanjenje od 90 posto sa sobom povlaci i redukciju potrebne
memorije, navedeno se vidi u .jpg formatu (redukcija s 20 megabajta na 2 megabajta)
[8][28].

Dakle kada god se sprema digitalna fotografija zapravo se sprema samo dio
podataka iz frekvencijske domene. Kada takvu sliku Zelimo pogledati samo se
provede inverzna Fourierova transformacija i dobiva se originalna slika u
kompresiranom obliku [8][28].

Iz navedenog principa se vidi ogromna prednost brzih Fourierovih transformacija.

Ako bi se transformirala slika rezolucije 3024x3024 pomocu DFT-a i ako bi jedan
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izraCun trajao 1 nanosekundu bilo bi potrebno gotovo jedan dan da se izraCun obauvi.
Kad se koristi FFT algoritam isti izraCun traje manje od sekunde.
Isti princip se primjenjuje za inverznu transformaciju, koriste¢i brzu inverznu

transformaciju vidi se velika razlika u vremenu izraCuna.

3.6.3.1. Kompresija i dekompresija videa

Princip opisan u prethodnom poglavlju moze se jednostavno primijeniti na
kompresiju i dekompresiju videa. Svi popularni formati spremanja videa na ra¢unalo
koriste neki oblik kompresije koji se u vecoj ili manjoj mjeri bazira na brzim
Fourierovim transformacijama. Znamo da se svaki video sastoji od individualnih
sli¢ica (engl. frames). Svaka sliica predstavlja zasebnu digitalnu fotografiju koja se
moze kompresirati i dekompresirati na naCin objasnjen u prethodnom poglavlju.
Vrijeme potrebno za kompresiju videa proporcionalno ovisi o trajanju videa, rezoluciji

videa i broju sli¢ica po sekundi (engl. frames per second).

3.6.3.2. Uklanjanje artefakata

Artefakti na slikama Cesto se nazivaju bukom (engl. noise). Pretvaranjem slike u
frekvencijsku domenu postaje lakSe izolirati artefakte te ih ukloniti, pogotovo ako
znamo koje su frekvencije odgovorne za artefakte. Ovime se pri inverznoj
transformaciji dobiva slika bez artefakata. Takav postupak uklanjanja artefakata
dosta je teZi u realnoj domeni. Na slici 34 prikazana je originalna slika koja ima buku
u obliku jedne kosinus funkcije na odredenoj frekvenciji. U frekvencijskoj domeni
izolirana je navedena kosinus frekvencija i vrijednost joj je postavljena na O, iz

rezultata se vidi da je buka uklonjena a kvaliteta originalne slike oCuvana [28].
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Slika 34: Primjer uklanjanja buke sa slike [28]

3.6.3.3. Ostale primjene u raéunalnoj grafici

Veé je spomenuto da je raCunalna grafika rasirena na sve oblike tehnologije
dizajnirane za prikaz i kreiranje digitalnog sadrzaja. Gdje god ima neke vrste analize i
obrade signala vrlo je vjerojatno da FFT algoritam moze olak$ati i ubrzati neki korak
obrade i analize. U prijaSnjim poglavljima navedeni su i objaSnjeni najraSireniji
sluCajevi koridtenja brzih Fourierovih transformacija, ali treba znati da slu€ajeva
koriStenja ima joS no oni se rjede koriste pa ih se nece detaljno prikazivati.

Jedan nesto raSireniji slu€aj koriStenja je generiranje tekstura pomocu brzih
Fourierovih transformacija. Teksture se generiraju u razli¢itim veliCinama i oblicima
na temelju ulazne teksture, ¢ime se olak8ava proces generiranja sli¢nih tekstura
razliCite rezolucije i strukture. Takoder se moze iskoristiti svojstvo uklanjanja
artefakata prisutnih na postojecoj teksturi bez gubitka kvalitete teksture. Na slici 35
prikazani su primjeri tekstura generiranih na temelju ulazne teksture i koriStenjem

brzih Fourierovih transformacija [31].

FFT se mogu iskoristiti i za generiranje 3D terena. Proces kre¢e od 2D
reprezentacije signala koji sadrzi Sirok spektar nasumicnih frekvencija (engl. white

noise). Navedeni signal se pretvara u frekvencijsku domenu, na dobiveni rezultat
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primjenjuje se filtar za skaliranje i provodi se inverzna transformacija. Rezultat se
moze iskoristiti za generiranje 3D terena. Na slici 36 prikazan je primjer terena

generiranog pomocu brzih Fourierovih transformacija [32].

v";-

Slika 36: Prikaz generiranog terena [32]
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4. Prakticni dio

4.1. KorisSteni alati

Pri izradi aplikacije za demonstraciju koriStenja Fourierovih transformacija u
obradi slika prvenstveno su koriSteni alati za izradu web stranica jer je sama
aplikacija izvedena u obliku web stranice.

Glavna arhitektura aplikacije izvedena je pomoc¢u HTML-a, CSS-a i JavaScript
programskog jezika, razvoj same stranice odraden je pomoc¢u Visual Studio Code
aplikacije.

Za provodenje Fourierovih transformacija koriStene su gotove biblioteka koje
sadrZavaju funkcije za izvodenje potrebnih brzih Fourierovih transformacija (FFT). Za
tu svrhu odabrane su dvije biblioteke od kojih ¢e se nakon testiranja koristiti ona brza.
Prva odabrana biblioteka za izvodenje brzih Fourierovih transformacija je Mathjs,
odabrana je zato $to je jedna od popularnijih i pouzdanijih biblioteka za matematiku -
Mathjs sadrzi puno razli€itih funkcija koje omogucuju ugradnju Sirokog spektra
matematickih operacija unutar web stranica.

Konkretno unutar Mathjs biblioteke koriStene su dvije funkcije koje obavljaju
Fourierove transformacije i inverzne Fourierove transformacije tj. funkcije math.fft(arr)
i math.ifft(arr) koje kao parametar primaju polje ili n-dimenzionalnu matricu.

Druga odabrana biblioteka nalazi se u sklopu ,Project Nayuki“ web stranice.
Stranica sadrzi biblioteke za izvodenje brzih Fourierovih transformacija u razlicitim
programskim jezicima pa tako i biblioteku za JavaScript koja je i koriStena. Ova
biblioteka je odabrana zato Sto se pokazala dosta brza od Mathjs biblioteke, sam
kreator navodi da je u nju ugradio razne optimizacije kako bi pobolj$ao performanse i
zato $to je za njeno koristenje potrebno u web-stranicu ukljuciti samo jednu skriptu

dok je za koriStenje Mathjs biblioteke potrebno instalirati cijeli Mathjs.
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4.2. Usporedba odabranih biblioteka za provodenje

Fourierovih transformacija

Kao Sto je ve¢ navedeno za potrebe prakticnog rada odabrane su dvije biblioteke
za izvodenje Fourierovih transformacija, te je u ovom poglaviju cilj kroz provodenje
nekoliko testova odrediti koja je od njih brza i lakSa za koristenje.

Kada se gleda lakoéa koriStena biblioteka rezultati su poprilicno izjednaceni.
Mathjs koristi funkcije fft() i ifft() za izvodenje transformacija, obje funkcije kao
parametar primaju 2D polje Sto je prednost jer ovaj rad radi s podacima o pikselima
koji su spremljeni u 2D polje. Nakon transformacije koriStenjem Mathjs-a dobiva se
ne-standardna struktura podataka te je potrebno paziti da se pri obradi dobivenih
podataka ta struktura drZi nepromijenjenom Sto je dosta otezavalo rad s ovom
bibliotekom. Project Nayuki takoder koristi dvije funkcije (transform() i
inverseTransform()). Obje funkcije kao parametar primaju jednodimenzionalno polje,
Sto znaci da je originalno 2D polje trebalo pretvoriti u 1D polje za obavljanje
transformacije i onda opet u 2D polje za potrebe crtanja rezultata na canvas $to
otezava rad s bibliotekom. Struktura podataka koja se dobiva nakon transformacije je
obi¢no JavaScript polje $to je prednost ove biblioteke.

Kada se usporeduju brzine pokazalo se da je Mathjs biblioteka nekoliko puta
sporija od Project Nayuki biblioteke. Konkretan razlog zasto je tome tako nije
pronaden tijekom izrade ovog rada pa se moze samo nagadati da je najvjerojatniji
razlog to Sto je Project Nayuki puno bolje optimiziran od Mathjs biblioteke. U tablici 1
prikazana je usporedba brzine obavljanja transformacija izmedu Mathjs biblioteke i

Project Nayuki biblioteke za slike raznih rezolucija:

Tablica 1: Usporedba odabranih biblioteka za provodenje Fourierovih transformacija

Rezolucija slike Project Nayuki
128x128 751.4 ms 164.6 ms
256x256 2520.3 ms 281.5ms
512x512 10037.4 ms 540.7 ms
1024x1024 45902.7 ms 1831.4 ms
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Iz tablice se vidi da je razlika u brzini vrlo zna€ajna i samo se povecCava kako se
povecéava rezolucija slike (broj piksela). S obzirom na dobivene rezultate odlu¢eno je

da Ce se za prakticni rad koristiti Project Nayuki.

4.3. Opis aplikacije za demonstraciju koriStenja

Fourierovih transformacija u obradi slika

Kao sto je veé prije spomenuto cilj izrade ove aplikacije nije bilo implementirati
algoritam kojim bi se provele Fourierove transformacije unutar aplikacije ve¢ pokazati
kako se Fourierove transformacije mogu iskoristiti za neku konkretnu svrhu unutar
polja raCunalne grafike. Iz tog razloga koriStena je Project Nayuki biblioteka tj. njezine
funkcije koje omogucuju izvodenje brzih Fourierovih transformacija.

U teorijskom dijelu ovoga rada opisani su mnogi slucajevi koriStenja Fourierovih
transformacija u polju racunalne grafike i izvan nje. Sluc€aj koriStenja koji je odabran
za ovu aplikaciju jest obrada slika, tj. cilj je bio razviti aplikaciju koja ¢e omoguciti
ucitavanje slika u razli¢itim formatima, izvlaCenje podataka o RGB vrijednostima
piksela ucitane slike, pohranjivanje tih vrijednosti u obliku dvodimenzionalne matrice
te provodenje FFT algoritma nad tom matricom. Zatim se na dobiveni rezultat
primjenjuju razli€iti filtri koji omogucuju obradu originalne slike. Na kraju se provodi
inverzna Fourierova transformacija kojom se dobiva originalna slika u filtriranom
obliku.

Aplikacija je realizirana u obliku web stranice razvijene pomoc¢u HTML-a, CSS-a i
JavaScripta. Razvoj u obliku web stranice odabran je zbog moguénosti lakSeg
pokretanja na razliCitim raCunalima te zbog lakSeg prikaza svakog koraka od
ucCitavanja originalne slike do dobivanja konacnog rezultata.
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4.4. Opis izrade aplikacije za demonstraciju koriStenja

Fourierovih transformacija u obradi slika

Prvi korak pri izradi aplikacije bio je dizajn korisnickog sucelja. Odlu€eno je da ce
se proces od ucitavanja slike do kona¢nog rezultata prikazati u obliku Cetiri koraka od
kojih ¢e svaki prikazivati jednu sliku. Prvo se prikazuje originalna slika, zatim se
prikazuje rezultat primjene FFT algoritma, nakon toga prikazuje se primijenjeni filtar i
na kraju se prikazuje rezultat primjene inverznog FFT algoritma.

Navedene Cetiri slike i njihovi ,spremnici“ prikazuju se u horizontalnoj liniji na

sljedeci nacin:

Pocetna slika

‘>Rezultat filtriranja
esult_image"”

Slika 37: HTML struktura spremnika za slike [snimka zaslona]

54



.image containers{
display: |
flex-wrap: :
justify-content:
margin-top: 18px;
min-height:26wvw;

1

J

. box{

color:

border: none;
background-color:
flex: 8 @ 25%;
max-width: 25%;

position: at
padding: 1@px;
box-sizing: border-box;
text-align: center;
border-radius:
align-items: ce

1

.box img {
max-width: 186%;
height: auto;
border-radius: Spx;
margin-top: 28px;

}

Slika 38: CSS struktura spremnika za slike [snimka zaslona]

Nakon izrade sucelja za prikaz svih koraka napisan je JavaScript kod za prikaz
slika u crno-bijelom nacinu rada (neovisno je li u€itana slika u boji ili crno bijela).
Prikaz u crno-bijelom nacinu odabran je zato $to omogucuje brZze provodenje FFT
algoritma.

Nakon implementacije ucitavanje slike napisan je kod za izvlaenje podataka o
pikselima slike (izvlaCenje RGB vrijednosti svakog piksela slike) i spremanje tih
piksela u dvodimenzionalnu matricu. Dimenzije polja odgovaraju rezoluciji slike (za
svaki piksel sprema se samo jedna vrijednost jer u slucaju crno-bijelih slika RGB
vrijednosti za svaki pojedini piksel su jednake).

Za provedbu FFT algoritma implementiran je JavaScript web worker. Web worker
omogucuje pokretanje JavaScript koda u pozadini bez utjecaja na korisnic¢ko sucelje.
KoriStenje web workera odabrano je zbog blokiranja korisniCkog sucelja pri
provodenju FFT algoritma. Bez koriStenja web workera pokretanje FFT algoritma
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blokira cijelo korisnicko sucelje sve dok se algoritam ne izvrSi Sto stvara neugodno
korisnicko iskustvo, pogotovo pri uCitavanju slika visih rezolucija.

Zatim su implementirani filtri i naCin primjene filtera na rezultat FFT algoritma.
Implementirano je ukupno sedam razlicitih filtera od kojih su tri za zamucivanje, tri za
izvlaCenje detalja i jedan za izoStravanije slike, filteri ¢e kasnije biti detaljnije opisani.

Na kraju je implementiran kod za primjenu inverznog FFT algoritama, takoder
unutar web workera, te je prikaz konacnog rezultata.

Uz sve navedeno takoder su implementirane funkcionalnosti za prebacivanje iz
nacina rada koji prikazuje slike u crno-bijeloj boji u nadin rada koji prikazuje slike u
boji (samo u slu€aju kada je originalna slika bila u boji). Implementiran je odabir filtera
i raznih parametara za pojedini filtar te je implementiran odabir nacina na koji ¢e se
provesti FFT algoritam (mozZe se odabrati hoCe |i se visoke frekvencije spremati u
srediSte 2D matrice/prikazivati u sredini slike ili u kutove 2D matrice/prikazivati u
kutovima slike). Takoder je implementiran prikaz informacija o rezoluciji slike i
trajanju FFT i inverznog FFT algoritma. Svi navedeni koraci izrade i implementirane

funkcionalnosti bit ¢e detaljnije objasnjeni u sljede¢em poglavlju.
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4.5. Opis funkcionalnosti aplikacije za demonstraciju
koriStenja Fourierovih transformacija nad slikama
Glavna funkcionalnost aplikacije jest primjena filtera za izoStravanje odnosno

zamucivanje ucitanih slika nad kojima je proveden FFT algoritam. Slika 39 prikazuje

korisniCko sucCelje aplikacije:

KORISTENJE BRZIH FOURIEROVIH TRANSFORMACIJA ZA OBRADU SLIKE - SANDRO MIKULAN - FOI VARAZDIN - 2023

Slika 39: Korisnicko sucelje aplikacije [snimka zaslona]

Sucelje se moze podijeliti u sedam cjelina od kojih svaka sadrzi neke od
funkcionalnosti:
e Kontrola boje ucitane slike
e Ucitavanje originalne slike
e Kontrola nacina prikaza rezultata FFT algoritma
e Kontrola parametara filtara i odabir filtra
e Inverzna transformacija

e Prikaz podataka o originalnoj slici i trajanju FFT algoritma
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Kontrola boje ucitane slike

Prvi korak pri koriStenju aplikacije jest odabrati hoCe li se uCitana slika prikazati i
obradivati kao crno-bijela ili u boji. Zadana postavka je prikaz i obrada crno-bijele
slike jer osigurava brze izvodenje obrade. Na slici 40 prikazano je sucelje za kontrolu

boje ucitane slike:

© Cmo-bijelo

® Boje

Slika 40: Sucelje za kontrolu boje ucitane slike [shimka zaslona]

Kada se odabere nacin prikaza u boji iz uCitane slike izvlaCe se i spremaju sve
RGB vrijednosti za sve piksele u slici, a kada je odabran crno-bijeli nacin prikaza prvo
se obraduju svi pikseli u slici tako da se uzme prosjek RGB vrijednosti svakog piksela
te se dobivena vrijednost postavlja kao R, G i B vrijednost piksela od kojega je taj
prosjek dobiven. Posljedica toga su bolje performanse crno-bijelog nacina prikaza od
nacina prikaza u boji, to¢nije obrada crno-bijelog nacina prikaza je oko 3 puta brza od
nacina prikaza u boji. To je zato §to se FFT algoritam provodi za svaku pojedinu RGB
vrijednost tj. u naCinu prikaza u boji FFT se mora provesti tri puta, dok se u crno-
bijelom nacinu prikaza provodi samo jednom te se dobivena vrijednost pri iscrtavanju
slike kopira u preostale dvije komponente RGB vrijednosti.

Slika 41 prikazuje graf za usporedbu trajanja FFT algoritma u nacinu prikaza u

boji i crno-bijelom nacinu prikaza za sliku rezolucije 512x512 piksela.
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Usporedba crno-bijelog nacina prikaza i
nacina prikaza u boji

Crno-bijelo

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 14 1.6 1.8

Slika 41: Usporedba trajanja FFT algoritma u nacinu prikaza u boji i crno-bijelom nacinu

prikaza [autorski rad]

Test je proveden tri puta za svaki nacin prikaza te graf prikazuje prosjek tih
testiranja, FFT algoritam u crno-bijelom nacinu trajao je prosjec¢no 0.647 sekunde dok

je u nacinu u boji trajao prosje¢no 1.352 sekunde.
Ucitavanje originalne slike
Nakon odabira boje prikaza ucitane slike prelazi se na ucitavanje same slike, za

ucitavanje koristi se HTML input element te handleFileSelect() funkcija. Kod za HTML

element i glavni dio funkcije prikazani su na slikama 42 | 43:

handleFileSelect(evt) [
es = evi.target.files;

selFile = files[a];
split(’

Slika 43: Izgled glavnog djela handleFileSelect() funkcije [snimka zaslona]

Sucelje elementa za odabir slike prikazano je na slici 44:
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[ LLERE M Mo file chosen

Slika 44: Sucelje elementa za odabir slike [snimka zaslona]

Pomocu gore prikazanog koda dobiva se i ekstenzija odabrane datoteke (u ovom
slu€aju odabiru se slike). Program podrzava rad s nekoliko razli€itih formata slika
(npr. .jpg/.jpeg, .bmp, .png). Nakon odabira Zeljene slike stvara se prazni image
element te se u njega sprema odabrana slika pomoc¢u onLoad() funkcije unutar
handleFileSelect() funkcije.

Dobivena slika se zatim iscrtava na pomo¢énom canvas elementu koji je korisniku
nevidljiv. Prikaz slike koja je vidljiva korisniku odraden je pomocu HTML image
elementa koji podatke o slici dobiva s pomoc¢nog canvasa. Isti pomocni canvas
element se koristi u svim koracima koji se provode u sklopu funkcionalnosti
aplikacije.

U ovom koraku se izvlaCe podaci o pikselima slike i spremaju u zasebnu 2D
matricu, podaci se takoder ovisno o odabranoj opciji crno-bijelo ili boje obraduju u
ovom koraku.

Ono $to najvise utjeCe na performanse aplikacije pri odabiru slike jest rezolucija
odabrane slike, u pravilu §to je rezolucija veca to viSe vremena treba za ucitavanje
same slike i za provedbu FFT algoritama. Vrijeme provedbe FFT algoritma direktno
ovisi o0 broju piksela u slici pa je tako potrebno oko 4 puta viSe vremena za provedbu
FFT algoritma nad slikom rezolucije 1024x1024 piksela nego $to je potrebno za sliku
rezolucije 512x512 piksela.

Uz rezoluciju slike veliku ulogu u brzini izvodenja ima Cinjenica je li rezolucija slike
parni broj i ako je, da li je potencija broja 2. Zbog prirode FFT algoritama opisane u
teorijskom dijelu rada najbrze rezultate daje rad sa slikama €ija rezolucija je potencija
broja 2 (npr. 128x128 ili 512x512). Ako je rezolucija parni broj, ali nije potencija broja
2, algoritam radi sporije, a ako je rezolucija neparni broj onda radi znatno sporije.
Ova aplikacija ne radi sa slikama Cija rezolucija ima neparne brojeve (npr. 127x127),
razlog tome su izrazito spore performanse i problemi pri preslagivanju 2D polja
dobivenog FFT algoritmom.

Na sljede¢em grafu prikazana je usporedba vremena izvrSenja FFT algoritma nad
slikom s rezolucijom koja je potencija broja 2 (256x256) i nad slikom s rezolucijom

koja je parni broj ali nije potencija broja 2 (200x200). Test je proveden tri puta za
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svaku rezoluciju i na grafu je prikazan prosjek. Rezultati pokazuju da unato¢ tome Sto
slika rezolucije 200x200 ima manje piksela od slike rezolucije 256x256 potrebno je
gotovo 4 puta duze da se provede FFT algoritam. Za ovaj test iskoriStena je Mathjs
biblioteka pa se vidi razlika u brzini u odnosu na Project Nayuki, no svrha ovog testa
nije bila pokazati razliku u brzini ve¢ odnos brzina transformacije slika Cije su

dimenzije potencije broja 2 i slika Cije su dimenzije parne ali nisu potencija broja 2.

Usporedba trajanja FFT algoritma

0 2 4 6 8 10 12

Slika 45: Usporedba trajanja FFT algoritma ovisno o rezoluciji [autorski rad]

Na sljede¢em grafu prikazana je razlika u vremenu izvodenja FFT algoritma za
slike razli¢itih rezolucija (128x128, 256x256, 512x512 i 1024x1024). Takoder su
provedena tri testa za svaku sliku i graf prikazuje prosjek dobivenih vremena. Iz
rezultata se vidi da se povecanjem broja piksela proporcionalno povecéava vrijeme
izvodenja. Tek se pri veéim rezolucijama (usporedba 256x256 i 512x512) vidi
ocCekivano 4 puta vece vrijeme izvodenja dok pri nizim rezolucijama razlika nije toliko

primjetna.
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Usporedba trajanja FFT algoritma

256x256

128x128 -

0 0.5 1 1.5 2

Slika 46: Usporedba trajanja FFT algoritma ovisno o broju piksela [autorski rad]

Kontrola nacina prikaza rezultata FFT algoritma

Prije provodenja FFT algoritma i primjene filtera potrebno je odabrati Zeljene
parametre. Sve kontrole i odabir parametara grupirani su u zasebne ,kontejnere.

Sucelje za odabir naCina prikaza rezultata FFT algoritma prikazano je na slici 47:

FFT opcije

Polozaj ishodiéta: Q Srediite

® Gornji kut

1. Start

Slika 47: Sucelje za odabir nacina prikaza rezultata FFT algoritma [shimka zaslona]

Glavne kontrole prikazane su u obliku tri gumba: Start, Filtriranje i Invertiranje.
Start gumb se koristi za pokretanje FFT algoritma, gumb za filtriranje se koristi za
primjenu odabranog filtera a gumb za invertiranje za pokretanje inverznog FFT
algoritma.

Prije koriStenja start gumba potrebno je odrediti Zeljeni polozaj ishodista u

rezultatima, ova opcija odreduje nacdin na koji ¢e FFT rezultati biti prikazani i
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spremljeni. Kod normalnog koriStenja FFT funkcije unutar project Nayuki biblioteke
podaci su spremljeni tako da se visoke frekvencije spremaju u kutove matrice a niske
u srediSte (visoke frekvencije predstavljaju podatke o rubovima na ucitanoj slici tj.
mjestima gdje jedna boja oStro prelazi u drugu boju, niske frekvencije sadrze ostale
podatke o slici).

Odabir polozaja ishodista u kutu podatke ¢e spremiti i pokazati na gore opisani
nacin. Odabir polozaja ishodista u sredistu prebacuje podatke o0 visokim
frekvencijama u srediSte a podatke o niskim frekvencijama u kutove. Invertiranje se
postize tako da se dobivena 2D matrica podijeli u 4 jednaka kvadranta te se kvadranti

ispremjestaju na sljedeci nacin:

Slika 48: Nacin invertiranja dobivene 2D matrice [autorski rad]

U nastavku su prikazani kod koji provodi inverziju dobivenog 2d polja i konkretan

rezultat koji se time postiZze na primjeru slike rezolucije 256x256 piksela.

array.length;
array[@].length;

.Zeros( [ numRows, nu

newi..o

shiftedFFT[newRow][newCol ]

Slika 49: Kod za invertiranje matrice [snimka zaslona]
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o
Slika 50:Rezultat FFT algoritma s poloZajem ishodista u kutu (lijevo) i poloZajem ishodista

u sredistu (desno) [autorski rad]

Kontrola parametara filtara i odabir filtra

Prije odabira Zeljenog filtera potrebno je odrediti Zeljeni oblik filtra, ovdje se
odreduje oblik odabranog visoko-frekvencijskog ili nisko-frekvencijskog filtera.
Moguce je odabrati oblik kruga (,circle) ili pravokutnika (,rectangle®). Na slici 51
prikazana je razlika izmedu filtera u obliku kruga i pravokutnika za nisko-frekvencijski

filtar s prikazom rezultata u srediStu matrice:

Slika 51: Razlika ,krug“ i ,pravokutnik® oblika filtera [autorski rad]
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Na slici 52 prikazana je razlika u primjeni istog filtera ali u razliCitim oblicima,
primjeéuje se da je slika dobivena kruznim oblikom filtera nesto loSija, $to je logi¢no
jer je veci broj frekvencija postavljen na 0 (krug zauzima manju povrSinu od

pravokutnika).

Sllka 52: Rezultat prlmjene istog filtera u razl/cmm Ob/ICIma krug (Iuevo) i pravokutnik

(desno) [autorski rad]

Prije pritiska na gumb za filtriranje potrebno je odabrati Zeljeni filtar.
Implementirano je nekoliko razli€itih opcija za filtere za svaki pojedini nacin prikaza
rezultata:

e Polozaj ishodista u sredistu

o Nisko-frekvencijski filtar

o Visoko-frekvencijski filtar

o Filtar za izo$travanje

o Gaussov nisko-frekvencijski filtar

o Gaussov visoko-frekvencijski filtar
e Polozaj ishodista u gornjem kutu

o Nisko-frekvencijski filtar

o Visoko-frekvencijski filtar

Nisko-frekvencijski filtar oznaCava tip filtera koji ostavlja samo niske frekvencije, a
vrijednosti visokih frekvencija postavlja na 0. Time se dobiva zamucena slika. Na slici

65



53 je primjer originalne slike, primijenjenog nisko-frekvencijskog filtera s polozajem

ishodista u sredistu i dobivenog rezultata:

Slika 53: Prikaz rezultata primjene nisko-frekvencijskog filtera s poloZajem ishodista u

sredistu [autorski rad]

Visoko-frekvencijski filtar oznacava tip filtera koji ostavlja samo visoke frekvencije
a vrijednosti niskih frekvencija postavlja na 0. Time se dobiva slika koja sadrzi samo
obrise originalne slike. Na slici 54 je primjer originalne slike, primijenjenog visoko-

frekvencijskog filtera s poloZajem ishodista u kutu i dobivenog rezultata:

Slika 54:Prikaz rezultata primjene visoko-frekvencijskog filtera s poloZajem ishodista u

kutu [autorski rad]

Filtar za izoStravanje omogucava izoStravanje mutnih/jako kompresiranih slika.
Radi samo s FFT rezultatom koji ima niske frekvencije u srediStu dobivene 2D
matrice (u naSem slu€aju potrebno je odabrati opciju poloZaja ishodista u sredistu).
Filtar radi tako da se s obzirom na udaljenost od srediSta dobivene 2D matrice
vrijednosti frekvencija mnoze s odredenim koeficijentom, udaljavanjem od sredista

koeficijent s kojim se mnozi se poveéava, na taj se nacin pojatavaju visoke
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frekvencije. Time se postize bolja definicija obrisa slike i efekt izoStravanja. Na slici

55 je primjer originalne slike, primijenjenog filtra za izoStravanje i dobivenog rezultata:

Slika 55: Prikaz rezultata primjene filtera za izoStravanje [autorski rad]

Primjenom nisko-frekvencijskog filtera pogotovo kada se Zeli posti¢i veca razina
zamucivanja na slici koja se dobije kao rezultat pojavljuju se artefakti, tj. iz svakog
oStrog ruba na originalnoj slici poc€inju se Siriti obrisi tog ruba. To se dogada zbog
nacina primjene nisko-frekvencijskog filtera. Do sad pokazani filteri imaju oStru
granicu nakon koje se frekvencije postavljaju na 0, i taj ostri prijelaz uzrokuje pojavu
artefakata. Jedan od nacina na koji se taj problem rjeSava jest postepeni prijelaz iz
frekvencija Cije se vrijednosti ne diraju do frekvencija Cije se vrijednosti postavljaju na
0. Postoji nekoliko razli€itin filtera koji postizu Zeljeni postepeni prijelaz te su oni
objasnjeni u teorijskom dijelu rada. Za potrebe prakticnog dijela koriSten je Gaussov
nisko-frekvencijski filtar, na slikama 56 i 57 prikazan je kod za implementaciju tog

filtera i vizualizacija primjene filtera na rezultat Fourierove transformacije.

per,slider_value,mode){

.log(Math.abs(result[i][j][@]))*15},%{Math.log(Math.abs(result[i][j][@]))*15 Math.log(Math.abs(result[i][j][@]))*15]})"

Slika 56: Kod za implementaciju Gaussovog nisko-frekvencijskog filtera [snimka zaslona]
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Slika 57: Vizualizacija primjene Gaussovog nisko-frekvencijskog filtera [autorski rad]

Na slikama 58 i 59 prikazana je usporedba primjene obi¢nog nisko-frekvencijskog
filtera (lijevo) i Gaussovog nisko-frekvencijskog (desno) u crno-bijelom nacinu prikaza
i nacinu prikaza u boji. Vidi se da se primjenom Gaussovog nisko-frekvencijskog

filtera rjeSava problem artefakata.

Slika 58: Usporedba primjene obi¢nog nisko-frekvencijskog filtera i Gaussovog nisko-

frekvencijskog filtera (crno-bijeli nacin prikaza) [autorski rad]

68



.

PR
1

< o, B ;%\. . . . ’
’ . . »
%)‘:‘. . '..l,‘j‘.b") - _—nr . - o AN

- - — - . -

Slika 59: Usporedba primjene obi¢nog nisko-frekvencijskog filtera i Gaussovog nisko-

4 4

frekvencijskog filtera (nacin prikaza u boji) [autorski rad]

Isti problem javlja se kod primjene visoko-frekvencijskog filtera, na rezultatu se
pojavljuju artefakti. Stoga je konstruiran Gaussov visoko-frekvencijski filtar. Filtar radi
na istom principu kao i Gaussov nisko-frekvencijski s par izmjena. Kreira se kopija
originalnih rezultata te se na nju primjenjuju vrijednosti filtera. Zatim se izraCunate
filtrirane vrijednosti oduzimaju od originalnih vrijednosti ¢ime se postize efekt visoko-
frekvencijskog filtera. Na slikama 60 i 61 prikazan je primijenjeni visoko-frekvencijski
filtar na rezultate transformacije i razlika primjene normalnog visoko-frekvencijskog
filtera i Gaussovog visoko-frekvencijskog filtera. Iz rezultata se vidi da se postize

Zeljeni efekt bez pojave artefakata.
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Slika 60: Prikaz primjene Gaussovog visoko-frekvencijskog filtera

Slika 61: Razlika obi¢nog visoko-frekvencijskog filtera i Gaussovog visoko-frekvencijskog

filtera

Zadnja opcija koja se nudi je slider ,Veli€ina filtra“ kojim se odreduje veli€ina
nisko-frekvencijskog ili visoko-frekvencijskog filtera u kruznom ili pravokutnom obliku
filtera. Povecanjem/smanjenjem vrijednosti slidera povecava/smanjuje se udio
frekvencija koje se postavljaju na 0 ovisno o odabranom filtru. Na slikama 62 i 63
prikazani su rezultati nisko-frekvencijskog filtera s ishodiStem u kutu postavljenog na
50% odnosno 75% i rezultati dobiveni primjenom tih filtera (slika je rezolucije
256x256):
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Slika 62: Rezultat primjene nisko-frekvencijskog filtera postavljenog na 50% (snimka

zaslona) [autorski rad]

Slika 63: Rezultat primjene nisko-frekvencijskog filtera postavljenog na 75% (snimka

zaslona) [autorski rad]

Inverzna transformacija
Klikom na gumb za invertiranje pokreCe se inverzni FFT algoritam nad 2D

matricom na koju je primijenjen odredeni filter, primjenom inverznog FFT algoritma

dobiva se originalna slika u zamuc¢enom/izoStrenom obliku.
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Prikaz podataka o originalnoj slici i trajanju FFT algoritma

Ovaj dio sucelja prikazuje informacije o rezoluciji odabrane slike te vremena
izmjerena kod izvodenja FFT algoritma i inverznog FFT algoritma prikazana u

milisekundama. Na slici 66 prikazan je izgled sucelja za prikaz podataka:

Rezolucija slike: 512x512
Trajanje FFT: 1245 ms

Trajanje IFFT: 517 ms

Slika 64: Izgled sucelja za prikaz podataka [shimka zaslona]

Prikaz cjelokupne funkcionalnosti aplikacije

Prikazuju se Cetiri zasebna koraka u obliku slika, prvo je prikazana originalna
slika, zatim rezultat primjene FFT algoritma, zatim rezultat primjene Zeljenog filtera i
na kraju rezultat primjene inverznog FFT algoritma

Na slikama 64 i 65 prikazan je izgled cjelokupnog sucelja s provedenim svim

koracima u nacinu prikaza u boji i crno bijelom nacinu prikaza:

KORISTENJE BRZIH FOURIEROVIH TRANSFORMACIJA ZA OBRADU SLIKE - SANDRO MIKULAN - FOI VARAZDIN - 2023

Slika 65: Prikaz provedenih svih koraka u nacinu prikaza u boji [snimka zaslona]
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KORISTENJE BRZIH FOURIEROVIH TRANSFORMACIJA ZA OBRADU SLIKE - SANDRO MIKULAN - FOI VARAZDIN - 2023

FFT rezultat

FFT opcije Filtar opcije Inverzna transformacija

Oblik fitra: © Krug

3. Invertiranje
utnik

[Tl \Visoko-frekvencijski v|
P —

2. Fillsanje

Slika 66: Prikaz provedenih svih koraka u crno-bijelom nacinu prikaza [snimka zaslona]
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5. Zaklju€ak

Ovaj rad pruza uvid u mnoge kompleksne teme iz podru¢ja matematike i
racunalne grafike. Na prvi pogled te teme su teSke za razumijeti i objasniti, posebno
kada se gleda matematiCka pozadina. Stoga je jedan od ciljeva ovoga rada bio pruziti
razumljiv pregled Fourierovih transformacija i njihovih primjena bez potrebe za
velikim predznanjem.

U prvom dijelu rada dan je uvod u ulogu i vaznost Fourierovih transformacija kroz
opis povijesti razvoja i primjena Fourierovih transformacija. Zatim je kroz primjere
prikazano funkcioniranje Fourierovih transformacija, po¢evsi od Fourierovog reda koji
se moze smatrati posebnim slu€ajem Fourierove transformacije.

Uvod u matematiCku pozadinu posluzio je kao uvod u prakticne slucajeve
koriStenja kroz opise diskretnin Fourierovih transformacija i algoritma brzih
Fourierovih transformacija. Na kraju je dan pregled slu€ajeva koriStenja u racunalnoj
grafici na temelju kojeg se moze zakljuciti da FFT algoritam ima Siroku primjenu te da
bez njega mnoge moderne tehnologije ne bi postojale.

Kao prakti¢ni primjer uzet je slu€aj koriStenja za obradu i filtriranje slika. Razvijena
je web aplikacija koja omogucéava ucitavanje slika u razli¢itim formatima, pretvaranje
slike u frekvencijsku domenu pomocu algoritma brzih Fourierovih transformacija,
primjenu raznih filtera na slike te vrac¢anje modificirane originalne slike pomocu
inverznih transformacija. Razvijena aplikacija sa svim svojim funkcionalnostima pruza
jedinstven nacin prikaza primjene brzih Fourierovih transformacija. Naime na
internetu postoje mnoge web stranice koje nude dio funkcionalnosti koje su razvijene
za potrebe ovog prakticnog rada, ali nisam nasao ni jednu koja bi nudila ovako
zaokruzen i jednostavan pristup pogodan za demonstraciju i koriStenje u nastavi.

Kada se opcenito gleda povijest, sadasnjost i buduénost smatram da ce
Fourierove transformacije ostati jednako vazne kao §to su sada i da ovaj rad
dokazuje tezu postavljenu u uvodu tj. da je FFT algoritam jedan od najvaznijih
algoritama u povijesti, jer se krije u pozadini gotovo svakog procesa obrade signala

Sto predstavlja temelj gotovo svih tehnologija za prikaz vizualnih i zvu¢nih sadrzaja.
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